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DINAMICA DI UN ELEMENTO. 


CAPITOLO IX. 


Teoremi generali. 


229. Ci proponiamo ora di dimostrare alcuni dei teoremi ge- 
nerali relativi al molo di un elemento sotto l’aziono di forze 
qualunque, e d’investigare le forze richieste per la descrizione 
di date traiettorie in una data maniera. Alcuni di questi risul- 
tati si presentarono già come conseguenze immediate delle leggi 
del moto; ma per mantenere il carattere speciale dell’opera dia- 
mo delle formali dimostrazioni analitiche, sebbene siano certa- 
mente superflue. 


230. Se un demento è soggetto all' azione dì forze, la di cui 
risultante è continuamente ad angoli retti alla direzione del moto ; 
la vdocità dell * elemento sarà uniforme. 

Sia lì questa risultante, e siano X, jji, v, i suoi coseni di dire- 
zione, allora so la massa dell’ elemento si prende per unità, le 
equazioni del moto sono 


d-x 


di 





Moltiplicando per 


dx 

Tt 


addizionando, ed osservando che 


. dx dy dz n 

X-r +V--T +V --^0 

ds ds ds 


poiché la forza Jì ò ad angoli retti all’ elemento della traiettoria, 

II. 1 


2 

» 

abbiamo 
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1 (l . d 2 x dì) (Py dz d*Z 

2 di K ' “ dt di 2 d* 4 T dt di 2 

• quindi = cost. 

0 pure» potremmo risolvere immediatamente secondo l’arco; 
questo darebbe 

dl l = 0; 


di cui l’ integrale è 


di 2 


ds 

3 7 = v = cost. 
ai 


v'i 


Il valore di li (Art. 17, 63) è evidentemente — ; e quindi li 

_ # 9 

varia inversamente come il raggio di curvatura assoluta della 
traiettoria. È chiaro che la sua direzione giace nel piano oscu- 
latore, poiché non vi è acceleraziono perpendicolarmente a quel 
piano. 

231. Es. I. Un elemento proiettato in un piano è sollecitato da 
una forza costante II in qiiel piano contìnuamente perpendicolare 
alla direzione del moto; trovare la traiettoria descritta. 

Qui E = — ; e quindi p è costante, o la traiettoria è un circolo. 

Es. II. Varii R coinè il tempo scorso dal principio del moto ; 
allora K = R 0 2 . 

Inoltre s, l’arco della curva descritta nello stesso tempo, — • vt } 
poiché v è costante. 

Quindi abbiamo 


v ì 


s 


E^-=E 0 -; 

onde ps = cost. = c 2 supponiamo. 

Se ^ è l’ angolo che la direzione dell’ elemento Ss fa con una 
linea fìssa, 

ds 


ds 

di) = C ' ’ 


e quindi 

l' integrazione della quale dò, 

s 2 — 2c 2 ('!» + C ) , 

l’ equazione intrinseca della curva descritta. 
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232. Se X, Y, Z sono le componenti rettangolari di ima forza 
o di forze come (incile che s’ incontrano in natura, cioè che ten- 
dono a centri fìssi e sono funzioni delle distanze da questi centri , 

Xdx + Ydy + Zdz = - dV, 

cioè è un differenziale completo. Si confronti l’ Art. 72. 

Siano i punti a,, h iì c,; a 2ì h 2ì c 2 \ etc. le posizioni dei centri 
di forza; x ì y , z le coordinate dell’elemento attratto; allora, se 
r lf r 2ì ... sono le sue distanze dai centri, 

?i'(- D )» ©*' (-D), etc. , 

le leggi di attrazione a quei centri; abbiamo 


x a t — x 


r / \ d'1 ^ i , 

<?i ( f ’i) H — ~ — ?*'(»•,) + ... 


_ a — x 


Ma 


r= s]\ (a- x ) 2 (& -- y ) 2 + (c - s) 2 } ; 

’ a ~ x 

che da = — , etc.; per i Calori dei coefficienti dilfe- 


renziali parziali di r. 
Quindi 


Queste danno 


Xdx + Ydy -f Zdz 


= - s ’ ,(r) l(s) to+ (S) dir + ®*ì 


— 1 9 ' (r) tfr — - d V 


( 1 ), 


poiché ogni termine della somma è un differenziale completo. 
Dall’ Art. 72 ò ovvio che V è l’energia potenziale dell’unità di 
materia in x, v/, z. 
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233. Sotto V azione di forze qualunque come quelle che s’ in- 
contrano in natura V accrescimento del quadrato della velocità di 
un elemento nel passare da un punto ad un altro è indipendente 
dalla traiettoria percorsa, e dipende solamente dalle posizioni 
iniziale e finale. Questo è vero anche se V elemento è costretto a 
muoversi in ima linea particolare da una forza continuamente 
perpendicolare alla sua direzione del moto, come la resistenza di 
una curva o di una superficie levigata. 

Se scegliamo la risoluzione tangenziale, la forza di resistenza 
non ha componente in quella direziono, e 1 * equazione del moto è 

<Ps _ dx dy ds 
dt* ~ X ds +X ds + ^ ds ’ 

che diviene per ( 1 ), 

ds d 2 s . . dr dV 

Jt dfl~~“ Cf ^di~~ ~dt' 

Quindi l=C-E9(r) = C-F. 

u 

Quindi, se U è la velocità in un punto di cui le distanze dai cen- 
tri sono 22,, 22j, , e dove V — F, , 

v 2 U 2 

= 9 (r)=F,-F. 

un risultato che contiene solamente le coordinate delle posizioni 
iniziale e finale. Si vegga, ancora, l’Art. 72. 

234. Quindi se da un punto qualunque della superficie 

F = 2 9 (r) = A , 

un elemento è proiettato con una data velocità in una direzione 
qualunque; la sua velocità quando incontra la superfìcie 

V = 2 9 ir) = B , 

sarà la stessa, in qualunque punto esso incontri quella superfi- 
cie; A e B essendo delle costanti qualunque. 

Ora per l’ equazione (1) , 

V= 2 9 (r) = costante 

è l’equazione di una superficie sulla quale se levigata un eie- 
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mento resterà in quiete in ogni posizione sotto l’ azione delle 
forze date. 

Quindi un elemento clie lascia un punto qualunque di una su- 
perficie di equilibrio con una data velocità, avrà nel raggiungere 
ogni altra superficie di equilibrio una velocità indipendente dalla 
linea percorsa o dal punto di arrivo. Questo è evidente dall’ Art. 
72 se notiamo che una superficie di equilibrio è una Superficie 
Equipotenziale. 

235. Trovare la condizione càia quale le forze aqplicate deb- 
bono essere soggette (quando la forza viva di un demento dipende 
solamente dalla sua posizione . Questo è semplicemente l’inverso 
dell’ Art. 282. 

Qui abbiamo 

i e* = 9 («> y, e) , 

u 

e, quindi, 

vdo = (S) dx + (J) <hj + (§) 

Ma, in tutt’ i casi di movimento, 

vdv = X dx + Ydy 4- Z dz+ 

Quindi, in questo caso dobbiamo avere 



cioè , X dx 4* Y dy 4 Z dz 

deve essere il differenziale di una funzione di tre variabili indi- 
pendenti. 

Se il seggio della forza è in un determinato punto fisso, che 
si può prendere come origine, la velocità può evidentemente di- 
pendere solamente dalla distanza da quel punto, non dalla di- 
rezione della distanza; quindi, se 

r= yj x 2 4- y 1 4- z t , 
abbiamo ~ v 2 = 9 (r). 

Ut 

Il procedimento precedente dà, in questo caso, 
vdv — X dx 4 Ydy 4- Z dz = do (r) 

= 9'(r) (*dx + fly+flz') 


) 


TEOREMI GENERALI. 


XYZ 

x ~~ y ~ z ’ 

le quali mostrano che la forza è nella direzione di r. 

Da questo inoltre segue evidentemente che la sua grandezza 
deve essere una funzione di r. 

236. La proposiziono dell’ Art. 233 contiene il Principio della 
Conservazione dell’Energia, o, come prima si diceva, il Prin- 
cipio della Forza Viva] per il caso di un solo elemento. 

Da questo principio ne segue che se più elementi che si muo- 
vono sotto l’azione dello stesso centro di forza hanno velocità 
eguali ad una distanza particolare dal loro centro; le loro velo- 
cità saranno sempre eguali ad eguali distanze da quel centro. ' 

Ora abbiamo veduto (Art. 137) che l’asse maggiore, 2 a, di 
un’orbita ellittica intorno ad un centro di forza nel fuoco è in- 
dipendente dalla direzione della proiezione. Quindi, consideran- 
do il caso particolare di un’ellisse molto stretta, vediamo che la 
velocità in ogni punto è dovuta ad una caduta, dalla quiete ad 
una distanza 2 a, sino a quel punto; e che, perciò, in un’orbita 
ellittica qualunque intorno ad un fuoco la velocità in ogni punto 
è quella dovuta ad una caduta sino al punto, per uno spazio e- 
guale alla distanzi dall’altro fuoco. 

237. Se le forze agenti sopra un elemento, ed il quadrato della 
sua velocità, si accrescono ad ogni istante nello stesso rapporto, 
la traiettoria non sarà alterata. 

Infatti la tangente, ed il piano osculatore, che contengono la 
forza tangenziale e la risultante, evidentemente non si alterano. 
E la curvatura, essendo Art. 63, 

Componente normale delle Forze 
Quadrato della velocità 

ha il suo numeratore e denominatore accresciuti nello stesso rap- 
porto. Ed il quadrato della velocità alla fine di ogni arco è ac- 
cresciuto nello stesso rapporto come quello al principio. Quindi 
ciascun successivo arco elementare della traiettoria rimane in- 
variato. 

238. Se più elementi separati di cui le masse sono m,, m 2 , etc. 
assoggettati alV azione delle forze f,,f 2 ;etc. rispettivamente , e 
successivamente proiettati dallo stesso punto nella stessa dire- 
zione con le velocità v*, v 2 , etc. descrivono tulli una traiettoria ; 
la stessa traiettoria sarà anche descritta da un elemento di massa 
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ìli. proiettato con velocità U dallo stesso punto nella stessa dire- 
zione , e sollecitato ad un tempo dalle stesse forze f,, f 2 , etc. purché 

■ MU 1 = 2 (rov*). 

Supponiamo che, in aggiunta alle forze f % , /!> etc. si richieda 
una forza li agente continuamente in una direzione ad angoli 
retti con quella del movimento di M per fare che esso si muova 
nella data traiettoria; cioè supponiamo che M sia costretto da 
un tubo levigato a muoversi nella traiettoria richiesta; le equa- 
zioni del moto sono 

M g=2(X) + i?X (1), 

con simili equazioni in y e z, 

dove X, jà, v sono i coseni di direzione di lì, ed X,Y, Z le parti 
risolute di f. 

Moltiplicando per ~ ~ ~ in ordine, ed addizionando, 

ds ds ds 

eliminiamo li ed abbiamo 

l Md ( W-) = 2 (X) dx + 2 (Y) dy + 2 ( Z ) ds. 

. & 

Ma per gli elementi separati m x , w 2 , etc. abbiamo 
- m t d(v | 2 ) =X t dx - j- Y x dy + Z K dz, etc. ; 
quindi, la traiettoria essendo la stessa per tutti, 

1 2 5 md (t> 2 ) ! = 2 (X) dx + 2 (X) dy + 2 {Z) de. 

mi 

Quindi 2 \md (ìj 2 ) | = Md ( U*) , 

o 2 ( mv -) = MU 2 + C. 

% 

Ma, per ipotesi, • Y, mv- = MU- , 
quindi C — 0. 

[ Invece di questa analisi, è sufficiente (per T Art. 72) di notare 
che il lavoro fatto su di M è la somma di quelli fatti su di niy, 
m t , etc. Quindi Y accrescimento di energia cinetica deve essere 
la stessa; e se, nel principio, l’energia cinetica di Me la somma 
di quelle di m t , w 2 ; etc. essa rimarrà tale durante il moto ]. 
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Quindi la forza viva di M sarà in ciascun punto dell’ orbita 
eguale alla somma dello forzo vive di m ìì m ± , etc., in quel pun- 
to. Per trovare lì , si noti che in generale la pressione su di una 
curva resistente dipende da due cose, le parti risolute delle forze 
impresse, e la pressione dovuta alla velocità. Ora l’ultima parto 
è come la forza viva, quindi nel caso di M essa è la somma delle 
forze corrispondenti nel caso di m x , etc. Ancora lo stesso si 
può dire delle parti risolute delle forze impresse. Ma nel caso di 
ciascun elemento, queste pressioni parziali si distruggono scam- 
bievolmente, poiché la curva era descritta liberamente, quindi 
le loro somme si distruggeranno scambievolmente, o sia la curva 
sarà descritta liberamente da M. 

239. Se ad un istante qualunque la velocità di un elemento 
materiale , che si muove sotto V azione di un sistema conservativo 
di forze. Art. 71, è invertita, V elemento descriverà la sua tra- 
iettoria primitiva nella direzione inversa. 

Supponiamo un tubo levigato, nella forma della traiettoria 
primitiva, richiesto per costringere l’elemento a muoversi in- 
dietro lungo di essa. La velocità sarà, in ogni punto, della stessa 
grandezza come prima (Art. 233); la forza risultante, e la cur- 
vatura della traiettoria, saranno ancora le stesse; quindi la com- 
ponente normale della forza produrrà la richiesta curvatura della 
traiettoria, e non vi sarà alcuna pressione sul tubo resistente. 
Il tubo, perciò, non ò richiesto. Quindi la proposizione. 

240. Minima, o Stazionaria, Azione. Se v ò la velocità di un 
elemento di cui la massa è m, e se s ò l’arco della traiettoria de- 
scritta,, il valore della quantità 

A — m j vds. 

(presa tra i proprii limiti) si chiama V Azione dell’elemento. 

Se un elemento si muove liberamente, o sopra una superficie 
levigata, ( sotto V azione di forze come quelle che s incontrano in 

natura ), tra due punti qualunque, il valore dell' integrale mj vds 

per V intera traiettoria attuale è generalmente minore di quello 
che sarebbe se V elemento fosse costretto a passare da un punto 
all* altro per una traiettoria differente. Questo, combinato con la 
suddetta definizione, è per un solo elemento il Principio della 
Minima Azione', di cui in un'opera elementare come la presente 
possiamo dare solamente uno schizzo molto imperfetto. Per ul- 
teriore informazione si vegga la Naturai Philosophy di Thomson 
c Tait, Art. 318. 


Digitized by Google 


TEOREMI GENERALI. 


9 


241. La proposizione eia -dimostrare è clic, o essendo il sim- 
bolo del Calcolo delle Variazioni, c la massa dell’ elemento es- 
sendo per semplicità presa coinè unità, 


ri 

*’ V 


. J 


Ora 


/% 

ZA — oj vds - - 0 . 

d I vds = jo (vds) — J (?;o ds -f- ds Zv) 

■f 

Ma generalmente, 

-v 2 -J (Xdx + Ydy -f Zdz) = (x, y, z) , 


= / (vo ds -f dt voi ') , poiché v - ^ 


la forza di resistenza, se vi ò, essendo scomparsa; 

quindi vov - Xox + YZy -f ZZz. 

* 

' Ma (Art. 180) X = ~ - TJX, etc. 

di 1 


Quindi 
vZ 


. (d'-x „ 

W ° 


o* + ~ oy + - (1 p oz J - R (kox + \j.oy {- voz). 


Ora se l’ elemento rimane sulla superfìcie di cui l’ equazione 

> « • « * * 

è J» =0 , 

X OX -f- p. 0?f-f VO£ =T. &&F = 0 , 

e se la lascia R= 0, sicché in ogni caso l’ultimo termine a dritta 
svanisce. 

ds 2 — da; 2 -f dy 2 -f dz 2 ; 


Ancora 
che dà 

o 


ds Zds — dx Zdx + dy ody -j- dz Zdz, 

. , dx ^ 1 dy ^ dz ^ 

vo ds ~ — odx + — o dy -- o dz 

dt dt dt 

dx , dy dz . 

df dr dt 


poiché l’ordine di d eoe indifferente. 
II. 


2 
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Quindi 

A = òJr ( Js=fl^cld: 


. , <hj 7<N .de 
ox + — f? oy 4- — r? 0 £ 
a/ af 


-f òr ^ 



+ % d 



4- ò^f7 




preso tra i proprii limiti. Ora nei due limiti 


òr = 0 , 02/ = 0 , Ò2 = 0 ; 

quindi abbiamo 

6-4 = 0. 


242. Si dice comunemente che siccome, in generale, ò impos- 
sibile di supporre l’azione un massimo, questo risultato mostra 
che essa è un minimo. La vera interpetrazione dell’espressione, 
64 = 0, si è che la traiettoria libera dell’ elemento ò tale, che 
una piccola deviazione da essa produrrà un cambiamento infini- 
tamente più piccolo nel valore di A. Quindi Hamilton ha sug- 
gerito la denominazione più appropriata di Azione Stazionaria . 

243. Se nessuna forza- agisce sull’elemento eccetto la resi- 
stenza della superficie, abbiamo v costante, e l’equazione pre- 
cedente mostra che in questo caso la lunghezza della traiettoria 
è generalmente un minimo. 

Un elemento perciò, proiettato secondo una superficie levigata 
e non soggetto ad alcuna forza , traccerà tra due punti qua- 
lunque nella sua traiettoria la lindà più corta sulla superficie 
(Art. 191). 

. Può accadere, nel caso di una sfera per esempio, che Tele-, 
mento non traccerà la linea più corta sulla superficie tra i due 
punti; ma non possiamo entrare qui nei dettagli che sono neces- 
sari per la completa dilucidazione di tali casi. 

244. Possiamo applicare questo principio direttamente a for- 
mare le equazioni del moto in ogni caso particolare, o a trovare 
la traiettoria attuale sotto l’azione di forze qualunque. 

Es. I. Prendiamo il caso della rifrazione della luce nella teo- 
ria corpuscolare . 

La velocità nel mezzo supcriore si suppone essere u, quella 
nell’ inferiore v. 
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In questo caso 1* espressione per l'azione diviene semplice- 
mente 



uPQ 4 vQH , 

se PQli è la traiettoria dell’ elemento. 

Facendo questa quantità un minimo, come dipendente dalla 
posizione di Q, P ed li essendo punti dati; è facile di mostrare 
che Q deve giacere nel piano per P ed li perpendicolare alla su- 
perficie AB , ed inoltre che i seni delle inclinazioni di PQ e Qli 
alla normale in Q debbono essere nella ragione inversa delle 
velocità. 


245. Es. II. Trovare V equazione della traiettoria descritta da 
un Elemento intorno ad un centro di forza. 

Sia P la forza centrale alla distanza r, allora 

V* = 0-2 f Pdr, (Alt. 129) 

= j 9 W i 2 > supponiamo , (1). 

che dà I vds —J 9 (r) ds. 

Quindi 0 — oj cp (r) ds 

-- J | ?' (r) or ds 4 9 (r) d òs j- 

r=f | — ~ (JÒX + yZy 4- zòz) ds 

+ ^ , ' ) (fs dSx + t tU ^Ts (l5s )\ 

= [9W^ 8 *+^ + !«*)] 

4 j ( x ™ + yòif 4 zoz) ds 

- 7 ( /v d x l 'A / \ dy\ - 7 i dzX\ 

- ** d .\ * W (r) Ts\ - w d l * (r) ds ) J • 


* 
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La parte integrata si riferisce solamente ai limiti, e quindi 
deve svanire indipendentemente dall’ integrale. Affinchè Tinte- 
graie sia identicamente zero, dobbiamo avere 


a*?' (r) cl ( 

r ds l 


/ \ I A 

* (r) &j = 0 


t 


con simili equazioni in y e z. Queste si possono scrivere 



Moltiplicando per tre costanti qualunque, A, li, C, cd addi- 
zionando, abbiamo , 

(Ax + By + Cz) 

r 



che è evidentemente soddisfatta da 

Ax + By 4- Cz — 0. 


Questa equazione mostra che l’orbita è in un piano clic passa 
per il centro di forza. Sia xy questo piano, allora possiamo li- 
mitarci alle prime due delle equazioni (a). 

Moltiplicando la seconda per x o la prima per y e sottraendo, 
otteniamo, 



Questa è immediatamente integrabile, e dà 



costante. 
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Poiché $(r)~v } vediamo per l’Art. 24, dio questa è in coor 


o 

O» 


di nate polari 


.'70 , 

’ di = * 


(&), 


clic è l’equazione per la descrizione equabile delle aree. 

Finalmente, moltiplicando queste due prime equazioni del* 
ruppo (a) per x ed y rispettivamente ed addizionando, abbiamo 


r* 

tD 


r ?' (r) | 1 - ( 
Ma, poiché 


dr\* 

ds) 


, N ( d*x cl*y\ A , x 


dr 


(ÌX 


. dy 
r — = x~ , 

ds ds ds 


abbiamo con la differenziazione 

d'-x dry dh' , (dry , 

* <P" + y ds* - r d7> + \J5/ 

Sostituendo in (c), e cambiando la variabile indipendente da s 
a 0 per mezzo dell’ equazione 


abbiamo 


ds 2 — dr- + , 




(r) ’t 2 + GDÌ - ? (r > [ r S - 2 (ST - H = °- 


d0 : 


Ponendo - per r, questa diviene 
u 

■u o'(r) ( 1 ( dn\ 2 ) 

9 (r) ( u l \d0 ) \ K ' 

Ma, da (b) come si è sviluppato nell’ Art. 128, 

Inoltre 9 (r) 9 ' (/•)=:—. P, da (1). 

Così (d) diviene 

+ w = > come nell* Art. 121. 

d 0- li - 
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246. Avremmo potuto trattare queste equazioni (Art. 245 (a)) 
alquanto diversamente così 

ds 

9(r)^v = Tl . 


Quindi 


, . iìx dx 
?(r) zn = “ * etc - ; 


ds dt 


ed abbiamo le equazioni 




clic danno, immediatamente, 

"© "CD *(§) 


X 


y 


z 


le quali contengono i teoremi del piano costante c dell’ equabile 
descrizione delle aree; e poiché 

(fo 

<?' (r) -jj = ? (r) <?'(*•) = - P, 

x. ,, d-x ,, 

-1 - — _0 , ete. , 

le ordinarie equazioni in tre direzioni rettangolari. 

247. Avremmo potuto semplificare il calcolo usando coordi- 
nate polari immediatamente dopo di aver dimostrato che l’orbita 
è piana. Infatti abbiamo 

A = J <?(r) ^/|r- + {^j j dO , un minimo , 

c quindi (per la forinola V=J?p-\-C) 


? 


Wi '* + (£)1 = * (r) 




/•U 4 . f 


sr + \M t 


+ c, 


o riducendo, e ponendo h per C , 


r 2 9 (r) = /i 


\/i-+(S) 




(e); 
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:ds , ds 


dt h (70 ; 


é 


o 


quindi 



r equazione per la descrizione equabile delle aree. 

Elevando a quadrato (r) e ponendo mente ad (1), abbiamo 



o, ponendo 


1 


_1 

ìi* 



o, differenziando e dividendo per (2) ~r 

P dhi 



P 


l’equazione generale delle orbite centrali. 

248. Azione Variante. Se, nell’ Art. 241, supponiamo 


(con la notazione dell’ Art. 72) è evidente clic Jl dipenderà dalla 
velocità iniziale. Supponendo che questa e le coordinate iniziali 
e finali variino: allora, in aggiunta alla variazione già conside- 
rata della forma della traiettoria tra le sue estremità, dalla quale 
dipende la parte non integrata del valore di oA } avremo in oA 
termini che dipendono dalle variazioni delle posizioni iniziale e 
finale e della velocità iniziale. 

Il termine addizionale in rov è 57/, ed il suo integrale ioli si 
ottiene immediatamente. Quindi in questa variazione più gene- 
rale delle condizioni abbiamo nel valore di oA i seguenti ter- 
mini addizionali, dipendenti solamente dai limiti, o perciò da 
trattarsi da se, 


2 


(Xdx + Ydy + Zdz) -f 77= 77- V, 
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Quindi, se A si potesse trovare in termini di x,y,z, tf 0 ) y U) z o 
ed Jf, avreirftno immediatamente i primi od i' secondi integrali 
delle equazioni del moto nella forma 


oA _ dx oA 
ox di 1 òx () 

etc. 


con V ulteriore condizione 





249. A ù, naturalmente, una funziono di x, y } z, x 0 , y 0 , z 0 ed 
H t e vediamo dalle equazioni (1) che essa deve soddisfare le e- . 
quazioni differenziali parziali 




e 


Jy) 

(dAY (dA\ 2 


( 1 ), 


\dxj 




(dA\ 2 fcJAV 

\dy 0 ) + \de 0 ) 


2 (li - F„) (2). 


250. Tutte le circostanze del moto dipendono cosi dalla fun- 
zione A, chiamata da Hamilton la Funzione Caratteristica . Ciò 
che si è detto sopra è un breve schizzo del fondamento della sua 
teoria del V Azione Variante, pei* quanto si riferisce al movimento 
di un solo elemento libero. La determinazione della funzione A 
ò incomoda, anche in casi molto semplici di movimento; ma il 
fatto che un tal modo di rappresentazione è possibile è estrema- 
mente rimarchevole. 


251. Più generalmente, omettendo ogni relazione al punto ini- 
ziale, ed all’equazione (2) Art. 249 che si riferisce ad esso, con- 
sideriamo A semplicemente come una funzione di x,y,z . Allora 

Ogni funzione, A, clic soddisfa a 


dAV* , fdA\* (dA\ 
dx ) ^ \dy ) ^ \dz) 



possiede la proprietà clic 


clA dA dA 
dx [ dy ’ dz 


2 (7/ - D 


rappresentati o le componenti rettangolari della velocità di un 
demento in un moto possibile sotto V azione delle forze il di cui 
pioleriziale è V. 
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Infatti, con la differenziazione parziale di (1), abbiamo 

cPx _ dV_ dA d*A dA cPA dA d 2 A 
dt 1 ~~ dx ~~ dx dx 2 dy dxdy dz dxdz' 

d { d^l\ _ dx d-A dy d?A dz d i A 
1 a dt \dx) ~~ dt dx- *** dt dxdy dt dxdz * 

Paragonando, vediamo che 

dx __ dA dy _ dA dz dA 
dt dx ’ dt dy ' dt dz 

soddisfano questa e le altre due simili coppie di equazioni. 

252. Inoltre, se a, p sono costanti, che, con //, sono conte- 
nute in un integrale completo della precedente equazione diffe- 
renziale parziale, la traiettoria corrispondente, ed il tempo della 
sua descrizione, sono dati da 


dA 

da 


a 


i > 


dA _ dA 
dp ~ ’ dii 


= # + #*, 


dove a x , p,, H f sono tre costanti addizionali. 

Infatti queste equazioni danno, con la differenziazione, 


d-A dx d 2 A dy d ì A dz 

dxda dt dyda. dt dz da dt 

d 2 A dx d-A dy , d-A dz 

dxd$ dt + di/ dt + dz d r j dt 

d 2 A dx d 2 A dy d 2 A dz 

dxdJIdt ^ dy dii dt ' dz dii dt 

Ma, differenziando (1), otteniamo 

d 2 A dA d 2 A dA d*A dA 

dadx dx' dady dy da dz dz 

dp dx dx dp dy dy ^ dp dz dz 

d 2 A dA d 2 A dA d 2 A dA 

+ T7TT- — + 


0 

0 


II. 


dlldx dx dlldy dy dlldz dz 


=? 0 
= 0 
rr 1 


(a). 


Q>). 


3 
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dx 

I valori di-—, etc. in (a) sono evidentemente eguali rispetti 

Ci L 


dA 


vamente a quelli di , etc. in (ò). Quindi la proposizione. 

Clju 


253. Siiperficie di eguale azione , cioè quelle di cui l’equazione 
comune è 

A — cost. = C , 


sono incontrate ad angoli retti dalle traiettorie. 

Infatti i coseni di direzione della normale sono evidentemente 
dA dA dA . , dx dy dz 

dy dz di dt di 


proporzionali a — , — 

ClX 


Così la determinazione delle superficie di eguale azione si ri- 
solve nel problema di trovare le traiettorie ortogonali di un si- 
stema di date curve nello spazio, quando le condizioni del mo- 
vimento sono date. Non possiamo, in questa opera, entrare in 
moltò dettaglio su questo soggetto molto curioso, e quindi diamo 
solamente un’altra singolare proprietà di queste superficie prima 
di applicare il principio dell’Azione Variante ad un problema 
importante. 

Sia ss la distanza normale in un punto qualunque tra le su- 
perficie consecutive 


A = C, 

Abbiamo evidentemente 


ed A = C + dC. 


dA dA * , dA „ 

— ox + — oy + — oz = oC , 
dx dy dz 


o 


dx ^ t dy dz * 
di ox + -dt (>,J + lF og = 8C • 


dove dx, dy , dz sono le coordinate relative di due punti contigui 
qualunque sulle due superficie. Se p è la lunghezza della linea 
che congiunge questi punti, 0 la sua inclinaziono alla normale 
(cioè la linea del movimento), questa evidentemente si può scri- 
vere 

vp cos 0 = vzs = dC f 

poiché p cosO è la distanza normale tra le superficie. 

Così, la distanza tra le superficie consecutive dì eguale azione 
c, in ogni punto, inversamente come la velocità nella traiettoria 
cprri spandente. 


« 
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Questo si può vedere immediatamente come segue ; l’elemento 
dell’ aziono è vos (dove Ss, essendo un elemento della traietto- 
ria, è la distanza normale tra le superficie) e deve perciò essere 
eguale a oC. 


254. Dedurre, dal principio dell* Azione Variante , la forma 
cd il modo di descrizione dell’ orbita di un pianeta. 

dV 

In questo caso ò chiaro che — — rappresenta la forza di gra- 
vità ^ Quindi il secondo membro di (1) Art. 249 si può 

' (*+?)■ 


scrivere ù 


Prendiamo il piano delle xy come quello dell’orbita, allora 
l’ equazione (1) Art. 249 diviene 



Non è difficile di ottenere una soluzione soddisfacente di que- 
sta equazione; ma l’operazione si semplifica molto con l’uso delle 
coordinate polari. Con questo cambiamento, (1) diviene 


G^GÉM'+S) «. 


che e evidentemente soddisfatta da 

dA 


dO 

(SÉ) -*(-9 -3 


= costante = a 


Quindi 


Gl’ integrali finali sono perciò, per l’Art. 252, 

dr 


dA . 

— = A = 0 - a 
da 




(3). 


A = a 0+jdr^(H+f)-y t (4). 


( 5 ), 
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dr 


= * + £ = 


\K'+S)-S 


( 0 ). 


Queste equazioni contengono la soluzione completa del pro- 
blema, poiché esse contengono quattro costanti, A, a, 77, e. (5) 
dà l’equazione dell’orbita, e (0) il tempo in termini del raggio 


equazione 
vettore. 


255. Per completare la soluzione, poniamo 


^ _ 


a 


2 


/ 


27/ __ c 2 - 1 
~7t — 


a- 


Z 2 


dove £ ed e sono due nuove costanti arbitrarie introdotte in luogo 
di a ed II. Con queste (5) diviene 


A = 0 


dr 


= 0 - 


W eS-1 +- 

V l* ^ Ir 

1 

r- 

dr 



y 


— 0 — cos -1 


11 

r 1 
e 
l 

l 


o 


r = 


1 + c cos (0 — A) 1 


l’equazione polare generale delle sezioni coniche riterite al luoco. 
Inoltre, differenziando (5) rispetto ad r, abbiamo 


adr 


r 




= - dO, 
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dalla quale, per (6), otteniamo immediatamente 

t + e = - f r 2 dQ — — : f r 2 d f J. 

^ \fìJJ • 

Questo contiene, di nuovo, l’equazione della descrizione equa- 
bile delle aree. ■*- 

256. Per illustrare il soggetto ulteriormente, dedurremo da 
queste forinole altri degli ordinarli risultati dei Cap. V. e VI. 
Così, dinotino 0 () , r 0 lo coordinate polari di un punto fìsso qua- 
lunque nella traiettoria, dal quale si deve contare l’azione. Ab- 
biamo, da (4), 

^ « (0 - °o) +Ìr*r \/2 0 + //)-£: 




poiché, da (5), 



Per integrare (7), si osservi clic (Art. 135) 


v 2 {). . 

— < in un or- 

V 


bita ellittica, e che così II è negativa da (1) Art. 254. 


Si ponga 


II 

o?_ 

y.a 


= — 2a , 


= 1 ~ c*, 


ed r = a (1 — e cos 9) 

e (7) diviene, dopo la sostituzione, 


A 


; ri 

VW ( 1 + c cos 9) d 9 , 

J 90 


;he c immediatamente integrabile. 


* 
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È chiaro per l’Art. 148 che 9 rappresenta l’anomalia eccen- 
trica. Se la misuriamo dal perielio abbiamo evidentemente 

A = \/^(? + e sen 9 ). 

257. Da (G) abbiamo 

dr 


■*T • 


t- 




Impiegando le stesse sostituzioni come nell' ultimo articolo, 9 
essendo misurato dal perielio, è facile di porro questa espressio- 
ne nella forma 

< = y 7^/0 (1 - « 008 <?) d '-f 

= V 7 [ 9 ~ e scn? ] ’ 

la forinola degli Art. 147, 149. 

258. Dal procedimento dell’ Art. 147 vediamo che mentre 

f 

9 — c sen 9 

è proporzionale all’area descritta intorno al centro di forza, e 
perciò proporzionale al tempo; 

9 + e sen 9 

è proporzionale all’area descritta intorno all'altro fuoco, ed è, 
per l’Art. 250, proporzionale all’ aziono. Cosi nell’orbita ellittica 
di un pianeta il tempo è misurato dall 7 area descritta intorno ad 
un fuoco , e V azione da quella intorno all’ altro. 

Una facile verificazione di questo risultato curioso è come se- 
gue. Con la solita notazione abbiamo 

dA — vds 

h 1 ' 

— - ds 1 

P 

pel risultato dell’ Art. 12G. Ma nell’ellisse 0 iperbole, p' essendo 
la perpendicolare dal secondo fuoco, 

pp' = + ò-. 


% 
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Quinci i dA — 4- ^ p'ds , 

che esprime il risultato cercato. 

E facile di estendere questo ad un’orbita parabolica, per la 
quale, in verità, il teorema è anche più semplice. 


259. Può essere utile di dare un altro esempio del rimarche- 
vole metodo di Hamilton. Per questo scopo considereremo di 
nuovo brevemente le Spirali di Cotes . [Si vegga Gap. V. Es. 15] 

Qui la forza centrale è inversamente come il cubo della di- 
stanza, c perciò T equazione dell’ azione ò 



Quindi, come nell’ Art. 254, abbiamo 


dA 

dO 



dA 

dr 



2(jl — a 

V 1 



Da questo è facile di trovare A , ma lasciamo ciò come un 
esercizio allo studente. 



— 0 -f 


a 


lo 


rr 


^ +N &7?p , j. 


\j2\k — a* 

Sostituendo gli esponenziali per il logaritmo, questa prende 
la forma 


V5 


\/2[jl — a- 


f a— - a 


(6 -A) 


VVfA — ar 


— e 


2 Ile 


» 


(•-A) 


Questa integrazione è in difetto per alcuni valori speciali delle 
costanti, o per alcuno relazioni tra esse, ma il lettore non può 
avere alcuna difficoltà nell’ ottenere i richiesti cambiamenti in 
questi casi, e cosi riprodurre tutte lo varietà delle possibili or- 
bite corrispondenti agli Esempi i del Cap. V. 
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2G0. Se trattiamo l’ investigazione dell’ Art. ISO, nel modo 
nel quale Hamilton trattò quella dell’ Art. 240, giungiamo a 
diversi teoremi curiosi relativi alle Braclnsto crono; del che qual- 
che cosa si darà qui tratta dalle Trans. 11. S. E. 1805. 

Ponendo x per il tempo nella Bracliistocrona, abbiamo 


GT 1 dx GT _ /I (lx\ 

ex ~~ v 1 dt 1 (jXq ~~ W di ) 0 



corrispondente al gruppo nell’ Art. 248. 

Quindi, appunto come nell’ Art. 251 si può mostrare che per 
delle forze qualunque, di cui V è il potenziale, un valore di t 
dall’ equazione 

0*Y + (*Y + (*Y = I = _J_ 

\dxj \thjJ W t' 2 2 {li- V) ' 

è tale elio i suoi coefficienti differenziali parziali rappresentano 
le componenti della velocità in una possibile brachistocrona, cia- 
scuna divisa per il quadrato dell’intera velocità. 

Inoltre se x contiene, oltre di 77, due costanti arbitrarie a, 
le equazioni della brachistocrona sono 


dx 

da. 




2G1 . Trovare la Jìrachistocrona quando la forza è centrale, e 
proporzionale ad una potenza della distanza; la velocità essendo 
inoltre proporzionale ad una potenza della distanza, cioè, essen- 
do la velocità dall infinito se la forza c attrattiva , dal centro se 
è ripulsiva. 

, 

Qui t> 2 =2 (tf-F) = £, 


e la forza centrale alla distanza r ò evidentemente 

dV _ n\k 
" Ir “ “ 2 r' 1 ^ 1 * 

* 
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Così (2) diviene 

« ♦ 

+ (-Y + f*Y - - 

\dx) \dy) W ~ y 

o, passando alle coordinate polari, 



(*Y+ì( r *Y+— ($)'=£. 

* \dr/ r 2 \(Z0/ r 2 sen 2 0 \d^p/ y. 

È chiaro che dobbiamo prendere 



il che mostra che la traiettoria è in un piano che passa pel cen- 
tro di forza. L’equazione precedente sarà allora soddisfatta da 


(h _ (h _ Ir 11 o 2 

rZO (( ’ dr V y. r 2 

Quindi abbiamo 

t = „ e + f dr v'^4 

./ ' y. r 2 



E l’equazione della brachistocrona, che è evidentemente una 
curva piana, ò 



II. • 4 
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«4-2 


r 


— yfca 


sec- 


w + 2 


(O-A), 


mentre l’equazione della traiettoria libera è 

n-2 


(a) 


= cos 


n — 2 


(0 + P). 


L’ integrazione precedente ò in difetto nel caso di n~- 2; cioè, 
quando la forza è ripulsiva e direttamente come la distanza, la 
velocità svanendo al centro di forza. Ma in questo caso 


T — ab ~j” 




log Cr, 


e 1’ equazione della brachistocrona è 

a 


A = 0 — 


i 


t* 


log Cr, 


la spirale logaritmica. Eliminando r tra queste equazioni, ve- 
diamo che il tempo è proporzionale all’angolo polare. 

Poiché ò stata assegnata una forma definita all’ espressione 
della velocità in questo problema, è chiaro che II è dato, c per- 
ciò che non vi è . 

all 

La supposizione 

*=0 

dy 

è facilmente, giustificata, nel caso di un’equazione qualunque 
della forma 

(*)' + 1 + _ i _ (<*)*= f * 

\dr/ r-KdbJ r* sen*0 \<to/ ’ 

se F è una funzione della sola r. Infatti 

-s [d~\ d * T 9 , d 2 t ^ , dH * 

\doJ dr do db do do 1 

» * • l 


Ma 

d~ 


d~ 


-, dr d- _ <rdb 
dr di ’ rdb dt ' r senO dy 


-= F 2 


r sen 0 dcp 

Jt 
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Quindi 


. fdz\ ot \dz dH ' 1 d~ d * x 


° \dy) F* ì dr dr dy ; r 2 db db d 


1 (h rFx /<fF\ 
r- sen 2 0 do dy- \~~ F\ do) ~~ 


Cioè, a meno che F non contenga o. è necessariamente una 

T do 

costante, p supponiamo. 

Ma, nel presente caso, se diamo a questa costante un valore 
qualunque diverso da zero, introduciamo un problema mollo più 
generale di quello proposto , poiché l’espressione per il reciproco 
del quadrato della velocità diviene 

r' 4 r 2 sen 2 0 


V- 


e* 


262. Si vede facilmente die 

x — 0 * 

è 

ò T equazione di una superficie Isocrona. ' 
Inoltre, poiché 

*) ( l l-) m 

xj \du) \dz/ 


/dz 

\dx, 


dx 

dt 


djp 

djj 

dt 


dz 

dt 


la brachistocrona taglia tutte queste superficie ad angoli retti. 

E la distanza normale tra due superficie isocrone consecutive 
è proporzionale alla velocità nella brachistocrona di cui essa for- 
ma un elemento. Poiché, come è chiaro, 


os = voi. 


263. L’equazione di Hamilton per la determinazione della 
Funzione Caratteristica (d) nel caso del moto libero di un solo 
elemento è 

Il paragone di questa con l’equazione dell’ Art. 260 suggerisce 
un utile trasformazione. Introducendo in quella equazione un 
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fattore 6 2 , una funzione indeterminata di x ì y, z, abbiamo 

i- y (, d-y 0 * 

(hj) + V dz) ~ 2 (li — V) ' 

Se facciamo 

0 = ?'(!) 


(•DM»!)’* (*!)'-: 


0 2 


= 2 (II t -V t ) y 


essa diviene 


2 (II- V) 


Qui è chiaro, che 9 ( 1 ) è l’azione in una traiettoria Ubera coin- 
cidente con la brachistocrona, e che 2 (77^— K,) è il quadrato della 
velocità in questa traiettoria. 

Quindi il risultato curioso che, se t è il tempo per vn arco 
qualunque di una data braehislocrona, la stessa traiettoria sarà 
descritta liberamente sotto V azione di forze il di cui potenziale è 
V,, dove 1 

2di rv- 

( 2 (li- V) ’ 

9 ' essendo una funzione qualunque, e 9 (t) rappresenterà V azione 
* nella traiettoria libera. 

2C4. La più semplice supposizione che possiamo fare si è che 
9 '(t) sia costante. In questo caso la velocità nella traiettoria li- 
bera è inversamente proporzionale a quella nella braci) istocrona 
nello stesso punto; e l’azione nell’ una è proporzionale al tempo 
nell’altra. In fatti, come il Si". W. Thomson ha indicato, in que- 
sto caso l’ investigazione si può fare con estrema semplicità, così. 

Nella brach istocrona abbiamo 


/ 


ds . . 

— un minimo. 

v 


1 


Ponendo v — - , e considerando v come la velocità nella stessa 
v 

traiettoria dovuta ad un altro potenziale (facilmente determina- 
bile); dobbiamo avere 


/ 


v7s un minimo. 


Questa è l’ordinaria condizione della Minima azione , ed appar- 
tiene perciò, ad una traiettoria libera. 
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Quindi, poiché la. cicloide é la brachistocrona per la gravità, 
e poiché in essa «? 2 = 2 gy, essa sarà una traiettoria libera se 

v 2 = — , cioè per un sistema di forzo in cui il potenziale si 

2 gp 

trova da 


a, - v, = 


Questo dà 






dx 


dy 


±gy r 


In altre parole, una cicloide si può descrivere liberamente sotto 
razione di una forza verso la base, ed inversamente come il 
quadrato della distanza da essa; e la velocità in un punto qua- 
lunque sarà reciproca di quella nella stessa cicloide quando, essa 
è la comune brachistocrona. 

Questo risultato si verifica facilmente con un procedimento 
diretto. 

\ 

2G5. L’inversa della proposizione nell’ Art. 2G3 è anche cu- 
riosa. Prendendo l’equazione di Hamilton Art. 251, abbiamo, 



V) W(A)\* 


Paragonando questa- 'con quella dell’ Art. 2G0, vediamo che 
T= o{A) è l’espressione brachistocronica per il tempo in una tra- 
iettoria che è una traiettoria libera per il potenziale V, purché 
cp(A) ed il potenziale per la brachistocrona siano legati dall’e- 
quazione 

Quindi, se A è V azione in una data traiettoria libera, la stessa 
traiettoria sarà una brachistocrona per le forze di cui il poten- 
ziale c V,, determinato dalla condizione or ora data, V essendo 
il potenziale nella traiettoria libera. 

Così, la parabola 

(x — A) 2 — 4a (y — a) 


è la traiettoria libera per v---2(jy. 


E l’ azione è data da 
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Quindi questa parabola ò la brachistocrona per 

2(1I '~ V,) = 2gy\o'(A)\'-- 
Nel caso più semplice 9'(A)=1, ed abbiamo 

_^ = 0 = ■ 
dx ’ dy 4 gy 1 ' 

Quindi, per l’Art. 264, la parabola ò una brachistocrona quando 
una cicloide è la traiettoria libera. 


266. Gli esempii immediatamente precedenti sono casi parti- 
colari del teorema generale seguente, il quale si vede facilmente 
che è contenuto nei risultati degli Art. 263, 265. Se abbiamo 
due curve , P e Q, di cui P c una traiettoria libera , e Q una bra- 
chistocrona, per un dato sistema conservativo di forse; P sarà 
una brachistocrona per un sistema dì forze per le quali Q è una 
traiettoria libera; e V azione ed il tempo in un arco qualunque di 
ciascuna, quando essa è descritta liberamente, sono funzioni del 
tempo e deir azione rispettivamente, nello stesso arco, quando 
essa è ima brachistocrona. 


267. Quando un elemento si muovo in una curva qualunque, 
si è mostrato (Art. 17, 19), che l’ accelerazione secondo il raggio 


« 2 


di curvatura assoluta della traiettoria ò — ; cioè, si richiede una 


mv 


P 


forza per deviare l’elemento dalla tangente, che è la linea 


che esso tende a prendere in virtù della sua inerzia. 

I)a questo, o dalla forinola nell’ Art. 120, vediamo che se un 
elemento gira alla distanza r, con velocità angolare' co, intorno 
ad un punto, una forza mno 2 diretta verso quel punto si richiede 
per mantenere la distanza r inalterata. La tendenza a muoversi 
nella tangente si supponeva prima essere una tendenza ad allon- 
tanarsi direttamente dal centro intorno al quale l’elemento gira, 
e questa s’ immaginava dovuta ad una forza, chiamata Forza 
Centrifuga , generata nell’elemento dalla sua rotazione intorno 
al centro. 


Abbiamo veduto che quando il moto di un elemento in una 
traiettoria qualunque si riferisce a coordinate polari in un piano, 
l’accelerazione secondo il raggio vettore è (Art. 16) 


d 2 r fdb\ 2 
dt- r \dt ) ‘ 
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lerazione della velocità secondo il raggio vettore, e l’ altro è la 
così detta forza centrifuga dovuta ad una velocità r ~ inuncir- 

(il 

colo di raggio r. Il nome Forza Centrifuga è assurdo e trae in 
inganno, ma l’idea di questa ftmza così chiamata ò utile, come 
abbiamo già veduto (Art. 209), nell’ abilitarci a formare pron- 
tamente le equazioni del moto di un elemento nei casi particolari. 

2G8. Data la traiettoria di un elemento , ed il modo della sua 
descrizione trovare le forze necessarie . 

Se X, Y, Z sono le forzo richieste per l’unità di massa, dob- 
biamo avere 


con simili espressioni per Y e Z. Ma siccome è data la traiet- • 
toria, ed il modo della sua descrizione, cioè v in termini delle 
coordinate, il valore delle espressioni precedenti è compieta- 
mente conosciuto. 

In vece di avere la velocità in ogni punto, potremmo avere 
altre condizioni, come per esempio che la forza risultante debba 
essere in una data direzione, etc., ma queste, come la prece- 
dente non presentano difficoltà. 

2G9. Un elemento si muove in un piano, sotto V azione di una 
forza centrale diretta ad un punto che si muove in una data ma' 
niera nel piano: trovare il moto . 

Siano x, y , £, y\ le coordinate dell’ elemento e del punto al 
tempo t. 5 ed V] sono funzioni date di t. Inoltre sia P — f(r) la 
forza centrale alla distanza r. Allora 





0 )> 


sono le equazioni del moto. 
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Le equazioni del moto relativo sono, come è chiaro. 


d 2 (x - E) 
di 2 


= -P 


a-5 


4(x - E) 2 + {y - vj) 2 


dt 2 


-n). 

P 

y-y 1 


1 

V(* - 

- S) 2 + (2/ 

-ri) 2 

ili. per 

le coordinate relative, 

d % __ 

_ 7) 

5, 


dt 2 "" 

41 


dt 2 f 

_ 

P 

V]. 

d 2 7j 

tfZ 2 

41 

, 2 + >!i 2 

cZ* 2 ] 


r7 2 ? 

dt 2 

£3 

tf* 2 


( 2 ), 


( 3 ). 


Queste equazioni illustrano, in un caso particolare, il teore- 
ma generale dell’ Art. 26; siccome esse contengono, in aggiunta 
ai termini dovuti all’attrazione del centro fisso, le due note 

io y 

quantità — — e — — , le componenti dell’ accelerazione del 

1 dt 2 dt 2 

centro rivolte in senso contrario. 

270. Es. La forza centrale varii direttamente come la distanza. 
Qui P= jJL v^ + vj, 2 , e le equazioni (3) dell’ultimo articolo 
diventano 

d% _ „ d 2 l 


T - - W5i 
- Mi “ 


dt 2 


(4), 


tf * 2 ” r 11 dt 2 

le quali s integrano facilmente, nella forma 


£,~ ylcos( v ';;7 -t- P) ~ 




(ir + * 

„ ó)* 

)), - Ccos ( s /[l< + 7>) - 

w + 

per valori particolari di \ ed r, in termini di t. 


§ 


(5); 
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Curiosamente abbastanza, queste equazioni mostrano che la 
forma e la posizione dell’orbita relativa si alterano semplice- 
mente cambiando il suo centro, che non è più al centro di forza. 

Come un" caso particolare, supponiamo che il centro di forza 
si muova con uniforme accelerazione, a, parallela ad una data 
direzione,^ che si può prendere per asse delle y. Il centto di forza 
• descriverò, in generale una parabola (Cap. IV.), ed il moto rela- 
tivo dell’ elemento sarò, lo stesso come nell’ Art. 119, il centro 
dell’ellisse o dell’iperbole non essendo al centro di forza ma ad 
a 

una distanza - da esso in una linea parallela all’asse delle 7/, 

Ancora, supponiamo che il centro si muova uniformemente in 
un circolo. Abbiamo 


5 = a coswtf, >3 = a sento/, 


£, = Acos (>/p./ ■+• B) 


co 2 a 
io 2 — 


cos to/, 


io 2 a 


Y] t = Ccos(y/y.t -{- B) — ■ — sento/, 


io- - 


m 

sicché il movimento è ancora in un’ellisse 0 un’iperbole, ma il 


suo centro descrive uniformemente un circolo di raggio 

0 o 

intorno al centro di forza. 


to 2 a 


co- — !JL 


271. Se il.raggio vettore di una curva netto spazio • è ad ogni 
istante parattcto aita direzione , ed eguale alla grandezza, della - 
velocità di un elemento che si muove in mia traiettoria qualun- 
que', la curva si chiama V odografo corrispondente alla traietto- 
ria (Art. 20). 

» 

L’ odografo ò evidentemente, una curva piana se la traiettoria 
è tale. 


Siano x, y, z le coordinate di un punto nella traiettoria, 2,7], £ 
quelle del punto corrispondente dell’ odografo; allora evidente-; 
niente per la definizione, 

dx 


IL 


dt 


= 1 


dy 

= Ti \ - 

di ' * 


dz 

dt 


— y 

*9 
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Quindi, se o è Turco dell’odografo, 



ed i coseni di direzione di da sono proporzionali a 


d 2 x d 2 y d 2 z 
dF' dt 2 * dt 2 ' 


m 

Quindi vediamo, come nell’ Art. 20, che 

La tangente all* odografo ad ogni istante è parallela alla forza 
risultante che agisce sull’ elemento nel punto corrispondente della 
sua traiettoria , eia velocità in ‘esso è eguale all’ accelerazione 
dell’ elemento. 


Segue da ciò che, se r Aì 0| sono le coordinate polari dell’ odo- 
grafo, . 

dx d l y dy d 2 x _^dr\ d% __ 2 c?0, __ ( ds \ 2 dty __ v 3 

dt di 2 dt dt 2 dt ^ dt 1 1 di \dt ) dt "7 p 1 


una dimostrazione del teorema geometrico assunto nell’Àrt. 1G4. 

* 

272. Il caso più importante dell’ odografo e'ssendo quello che 
corrisponde ad un’orbita intorno ad un solo centro di forza, pos- 
siamo dedurre le proprietà precedenti per quel caso in un modo 
alquanto diverso. 

Sia P un punto qualunque in PA, un arco di un’ orbita de- 



scritta intorno ad un centro di forza S. Si tiri SY perpendico- 
lare alla tangente in P, e 3 i prenda SQ « SY-Jt , allora eviden- 
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temente SQ è eguale alla velocità in P, e perpendicolare ad essa 
in direzione. Quindi il luogo di Q è l’odografo girato nel suo pro- 
prio piano per 90°. 

Ma vediamo che esso è la polare reciproca di FA rispetto ad 
un circolo il di cui centro è S ed il raggio = \fh. Quindi, per la 
geometria, la tangente in Q è perpendicolare ad SP. Questo evi- 
dentemente corrisponde alla prima delle due proprietà generali 
dell’ o.dografo date nell’ultimo articolo. 

Itappresentino r, 0, j), s, »•', 0',p', s r le solite quantità per i 
punti corrispondenti delle due curve; allora se p è il raggio di 
curvatura in Q } abbiamo dalla condizione che QZ è perpendico- 
lare ad SP } 

■8s' = p8° = r'g> 
d- 

h p _ h cip , * 

= — £ oO = -! ^ — r 1 80 
p 1 p° ar 

il — 

r 

-~ ( ^d t-P5t, (Art. 125) , 
p ó (Ir 

il che dimostra la seconda proprietà. 

273. Trovare il modo eli descrizione di un dato oclografo af- 
elio esso corrisponda ad un orbita centrale. 


fi neh 


Qui, 


perciò 


o 


pdO = òs' = 


P' 


. dO h 2 r'* cW 

fjrt — — 

* dt »' 3 dt 


cW p p' 3 pr'* 

h dt~ 7 *" " (<teY 

W 


) 

,'4 


„ / dr'\ 2 , d* r' 

2 + 2 b) -'m 


r 


= ( dove = 9 - 

w* +u ) u 
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j/ 3 u ' 

= ~dp r 
( Ir ' 

* 

= p' , 

che dà la richiesta velocità angolare in un punto qualunque del- 
Todografo, in termini delle coordinate di quel punto. 

274. Quando la forza centrale è inversamente come il qua- 
drato della distanza, abbiamo dall’ Art. 272 per l’arco dell’ odo - 
grafo, 

&• = £«=£ 8» . 


r 2 


o 


« - ‘ v ' 
9 ~h' 


Quindi per tutte le sezioni coniche descritte intorno al fuoco 
l’odografo è un circolo, come fu mostrato prima da Hamilton. 

Questo si potrebbe mostrare in un altro modo, cosi. Nella fi- 
gura (Art. 272) se PA è una porzione di un’ellisse o iperbole 
di cui S ò il fuoco, il luogo di l'è il circolo ausiliario. Quindi 
evidentemente il luogo di Q è un circolo. So PA è una porzione 
di una parabola di cui S è il fuoco, il luogo di l r è una linea ret- 
ta, e quindi quello di Q è un circolo che passa per S. 

Quindi generalmente, l’odografo per ogni orbita intorno ad 
un centro di forza di cui l’intensità è inversamente come il qua- 
drato della distanza, ò un circolo; intorno ad un punto interno 
per un’ellisse, un punto esterno per un’iperbole, ed intorno ad 
un punto nella circonferenza per una parabola. 

Una dimostrazione puramente analitica dello stesso teorema 
si dà facilmente. Se x, y sono le coordinato del pianeta,. yj 
quelle di un punto nell’ odografo, allora 


- (ÌX 

s = di ■ 


chj 
* = di- 


lle equazioni del moto sono 


d-x u# u. . 

= icos0, 
dP r 3 r 2 

V'J W !'- ._ nA 

- 775 * •— ~7T — - ~x seno. 
dP r 0 r 2 
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Quindi, come al solito, 



dy dx dO 

x dt- y di~ r dr h ~ ■ 

e perciò 

iPx _ [j. jjW V- cl f y\ 

eli 2 h dt hdt W ’ 

che dà, con l’integrazione, 

* 


Similmente 

J + «-, j 

e quindi 

(£ + A)* + (r, + j B)* = t* , 




clic dimostra che l’odografo è un circolo. 


Inoltre, eliminando ”, ~ fra le tre equazioni (1), (2), otte- 


niamo per l’equazione dell’orbita 


I* 


li -b Ay — Bx — ^r , 


che dà immediatamente le proprietà del fuoco e della direttrice. 

275. La legge della diffusione del calore c della luco da un 
corpo calorifico o luminoso è quella del quadrato inverso della 
distanza. Quindi un arco dell’odografo dell’orbita di un pianeta, 
il quale arco abbiamo già veduto che rappresenta V accelerazione 
integrale dovuta alla forza centrale, rappresenta ancora l’intera 
quantità di luce o di calore derivata dal Sole, durante il passag- 
gio pel corrispondente arco della sua orbita. 

Es. Paragonare le quantità di luce e di calore ricevute lungo 
le loro orbite dalla Terra che si muova in un circolo, e da una 
cometa clic si muova in una parabola alla stessa distanza pendici. 

■ Gli odografi sono tutti e due circoli, l’uno intorno al suo cen- 
tro, l’altro intorno ad un punto nella sua circonferenza; ma il 
diametro del secondo è \I2 volte il raggio del primo (Art. 135). 

Quindi le loro circonferenze stanno come ^/2:1 , o la Terra nella 
sua orbita riceve in una rivoluzione volte la quantità di luce 
e di calore che la cometa può ricevere nella sua intera traiettoria. 
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È evidente clic la traiettoria apparentemente descritta da una 
stella fissa, in conseguenza dell’ Aberrazione della luce, è l’odo- 
grafo dell’ orbita della Terra, ed è perciò un circolo in un piano 
parallelo all’eclittica, e delle stesse dimensioni per tutte le stelle. 


, • • 

276. E evidente che quel diametro dell’odografo circolare che 

passa pel centro di forza è diviso dal centro di forza nello stesso 

rapporto come l’asse maggiore dell’ orbita è diviso dal fuoco, e 

o 1 j 

per l’ Art. 274 la sua lunghezza = — , 


277. Il Sig. W. R. Hamilton enuncia ( Lectures on Quater- 
nione , p. 614) la proposizione seguente: 

Se due odograf \ circolari , avendo una corda comune, che passa 
per un centro comune di forze , o tende ad esso , sono tagliati en- 
trambi perpendicolarmente da un terzo circolo , i tempi per de- 
scrivere odo graficamente gli archi intercetti saranno eguali. 

E evidente dall’Alt. 276, che le due orbite sono sezioni coni- 
che della stessa specie, o con gli assi maggiori eguali. 

Inoltre, ogni circolo clic taglia i due odografi perpendicolar- 



mente deve avere il suo centro sulla corda comune. Rappresenti 
la figura uno degli odografi, S essendo il centro di forza, ed 
ABP la corda comune. Si prenda un punto qualunque P e si ti- 
rino le tangenti PT, PT ' . Passiamo ad investigare la differenza 
dei tempi per descrivere odograficamente TT' e l’arco corrispon- 
dente per una posizione di P leggermente spostato secondo AP. 
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Si tiri OA perpendicolare ad AP. Siano OT=a, AP—b , OA—c, 
SP—r, SM=&, SI !/'=*', PO=(Z, P^=r', e PT=PTd t. Se P si 
muove per uno spazio or, l’ accrescimento dell’angolo PSM die 

è l’angolo vettore nell’orbita ò — prossimamente. Ma il rag- 

^ h 

gio vettore corrispondente nell’ orbita è — (Art. 272) e quindi il 

C3 

tempo per descrivere odograficaraente il piccolo arco in T ò 

8< = 1 ^ " = — -b. (Art. 274). 

h C 3 2 r~ r~ zza 

Quindi l’intero cambiamento prodotto nel tempo per descri- 
vere odografìcamente l’ arco TV spostando P è 


[ 


[jior /I 1 \ 2;jir , òr 
re \ac3 + ad) ~ b 2 r 2 " 

Questo si vede facilmente, se notiamo che per la figura 


'b {• ( a e) 1 ' 

— > — v con con 1 - q- sen 1 I 

a) J • 


. . = r sen - sen 
d) 1 


a 

+ sen 1 . 

a " q) 

Ora questo è lo stesso per tutti e due gli odografi, e, siccome 
Y arco TV svanisce per ciascuno quando P è in P, abbiamo la 
proposizione. 

Si vedrà subito che questo è in sostanza lo stesso che il Teo- 
rema di Lambert. (Art. 160, 161), 

. 278. Prendiamo ora un esempio della determinazione, dall’o- 
do grafo e dalla legge della sua descrizione, della curva descritta 

e delle, forze agejiti . v 

» 

Ij odografo è xin circolo descritto con velocità angolare uni- 
forme intorno ad un punto nella sua circonferenza, trovare la 
traiettoria originale e le circostanze della sua descrizione. 

Qui abbiamo nell’ odografo, 

p = a cos 0 , 

* * 0 = bit ; 

quindi nella traiettoria 

- dx 

-rr = P cos 0 = a cos 2 tot . 
dt r 

dy 

-77 = o sen 0 = a cos io/ sen io/. 
dt 

Integrando ed adattando convenientemente le costanti, sicco- 
me esse allettano solamente la posizione dell’origine, 
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x = -~ (2i *)t 4- sen 2 ioQ , 

4 io 

a 

y = - — (1 — cos2toQ. 

^ 4io ' * 

Ora le equazioni della cicloide sono 

a; = A (9 -f sen 9) , 
y = A (1 — cos 9) ; 

quindi la traiettoria è una cicloide; e, poiché 2iùt = o, la dire- 
zione del movimento gira uniformemente. L’elemento si muove 
sotto T azione di una forza costante perpendicolare alla base della 
curva cicloidale resistente, e la velocità in ogni punto è quella 
dovuta alla distanza dalla base che ò la braeliistoerona dell’ Art. 
177. L’ inverso si dimostra facilmente. 



Geometricamente così, se AP è la cicloide descritta dal punto 

P del circolo SP che rotola unifor- 
memente sulla linea .AS, la velocità 
in P è proporzionale ad SP , e la di- 
rezione del moto é perpendicolare 
ad SP. Quindi l’odografo (girato per 
un angolo retto nel suo proprio pia- 
no) si può rappresentare col circolo 
SP, descritto con velocità angolare 
uniforme intorno al punto S. Clic il 
moto sia dovuto ad un’accelerazione costante perpendicolare ad 
AS è ovvio dal fatto che, se Pp si tira perpendicolare ad AS, 
SP 2 è proporzionale a Pp. 

<+ % * « • * 

270. Se V orbita è centrale, ed è un circolo descritto intorno ad 

un punto della sua circonferenza , V odogrufo è una parabola de- 
scritta intorno al fuoco con velocità angolare proporzionale al 
raggio vettore. 

Infatti, se è il centro di forza, P l’elemento nella sua or- 
bita circolare, p il punto corrispon- 
dente dell’ odo grafo': qp, la tangente al- 
l’odografo in p, deve essere parallela 
ad SP\ e, quindi, se SQq è la tangente 
in S, il triangolo pSq (essendo simile 
a PSQ) è isoscele. Così il luogo di p è 
una parabola, poiché la sua tangente,. 
pq, é egualmente inclinata al raggio vet- 
tore Sp, ed alla linea fìssa Sq. Inoltre 
la velocità angolare di Sp, essendo la stessa di quella di J*Q, é 
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il doppio di quella di SP, ed è, perciò, inversamente come SP 2 . 
Ma la lunghezza di Sp è inversamente come la perpendicolare 
da S sopra PQ, cioè inversamente come SP 2 , 

280. Le sole orbite centrali di cui gli odografi sono anche de- 
scritti come orbite centrali, sono quelle in cui V accelerazione va- 
ria direttamente come la distanza dal centro. 

Sia S il centro, P un punto qualunque della traiettoria, p il 
punto corrispondente nell’odografo, p' quello 
nell’odografo dell’odografo. Allora Sp' ò paral- 
lela alla tangente in p, la quale ancora è pa- . 
rallela ad SP. Quindi PSp ' è una linea retta. 

Inoltre, poiché p appartiene (per ipotesi) ad 
un’orbita centrale, la tangente in p' ò paral- 
lela ad Sp, cioè, alla tangente in P. Quindici 
luogo di p' è simile a quello di P, e perciò Sp' 
è proporzionale ad SP. Ma rappresenta l’ac- 
celerazione in P. Quindi la proposizione. 

281. Un punto descrive una spirale logarit- 
mica con velocità angolare uniforme intorno al 
polo; trovare V accelerazione. 

Poiché la velocità angolare di SP e l’ incli- 
nazione di questa linea alla tangente sono co- 
stanti, la velocità lineare di P é come SP. Si 
prenda una lunghezza PT, eguale ad eSP, por rappresentarla. 
Allora l’odografo, il luogo die, 
in cui Sp) è parallela ed eguale 
a PT, è evidentemente un’altra 
spirale logaritmica simile alla 
prima, e descritta con la stessa u- 
niforme velocità angolare. Quin- 
dici, l’accelerazione richiesta, è 
eguale ad eSp, e fa con Sp un 
angolo eguale ad SPT. Quindi, 
se Pu si tira parallela ed egualo 
a pt, ed uv parallela a PT, l’intera acceleraziono Pu si può risol- 
vere in Pv e vu\ e Pvu è un triangolo isoscele, i di cui angoli 
alla base sono eguali ciascuno all’angolo della spirale. Quindi Po 
e vu serbano rapporti costanti a Pu, e perciò anche ad SP o PT. 

L’ accelerazione,, perciò, è composta di una parte centralo at- 
trattiva proporzionale alla distanza, e di una parte tangenziale 
ritardatrice proporzionale alla velocità. 

II. 




6 
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E, se si considera la parte risoluta del movimento di P pa- 
rallela ad una linea qualunque nel piano della spirale, è chiaro 
che in essa anche l’accelerazione consisterà di due parti, l’una 
diretta verso un punto nella linea (la proiezione del polo della 
spirale), e proporzionale alla distanza da esso, l’altra proporzio- 
nale alla velocità, ma che ritarda il moto: 

Quindi un elemento che, senza resistenza, avrebbe un sem- 
plice moto armonico, ha, quando è soggetto ad una resistenza 
proporzionale alla sua velocità, un moto rappresentato dalla parte 
risoluta del movimento spirale ora descritto. 

Se a è l’angolo della spirale, co la velocità angolare di SP , 
abbiamo evidentemente PT-sena=&P« co. 


Quindi 

PT- 

Pv - Pn zzpt == —777 = 

SP sena 


10 1 >T=— SP = n'--SP 
sema 


(supponiamo) e 

vu = 2 Pv • cos a = ^ t0 C0S - PT—lz»PT (supponiamo). 


sena 


Cosi la forza centrale all’ unità di distanza è n I 2 * — 


co 2 


coefficiente di resistenza è k = 


2co cos a 
sen a 


sen 2 a 


, ed il 


2t: 


Il tempo dell’oscillazione è evidentemente — ; ma, se non vi 

* co 

fosse resistenza, le proprietà del semplice moto armonico mo- 

strano che esso sarebbe — v ; sicché esso è accresciuto dalia resi- 
ci 

I le 2 

stenza nel rapporto eoseca : 1 , 0 w : y w 4 — — . 

La ragione della diminuzione di SP è evidentemente 


PT' cosa 


co cos a 
sena 



1 


cioè, SP diminuisce in progressione geometrica al crescere del 

7 c 

tempo, la ragione essendo^ per l’unità di tempo per l’unità di 

Li 


lunghezza. Per un ordinario risultato dell’ aritmetica (interesse 
composto pagabile ad ogni istante) la diminuzione di log*#/* 

h 

nell’unità di tempo è -. 
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Questo procedimento di soluzione è solamente applicabile alle 

vibrazioni- armoniche con resistenza quando n è maggiore di 

j. li 

Quando n non è maggiore di - la curva ausiliaria non può es- 

u u 

sere più una spirale logaritmica, poiché l’elemento mobile non 
descrive mai più che un angolo finito intorno al polo. Una curva, 
derivata da un’ iperbole equilatera, con un procedimento in qual- 
che modo simile a quello col quale la spirale logaritmica si de- 
duce da un circolo, si deve introdurre; ed allora il metodo'geo- 
mctrico cessa di essere più semplice dell’ analitico, sicché è inu- 
tile di proseguire ulteriormente nella investigazione, almeno da 
questo punto di vista. 

Questi risultati geometrici si possono dedurre facilmente dai 
principii del capitolo precedente, che danno immediatamente per 
il moto rettilineo l’equazione 


d 2 x 

w 



-}- n 2 x = 0. 


ESEMPII. 


1. Investigare l’equazione differenziale della traiettoria di un 
elemento in un piano 



\ 


2. Un elemento scende per una cicloide invertita dalla quiete 
nella cuspide; mostrare che l’ intera accelerazione ad ogni istante 
è ìjy c che la sua direzione è verso il centro del circolo generatore. 


3. Quando l’intera forza sopra un elemento è secondo il rag- 
gio vettore, mostrare che la forza centrifuga dal polo 



4. Un elemento si muove in un piano sotto l’azione di forze 
qualunque, di cui le parti risolute sono P nel raggio vettore, e 
T perpendicolare al raggio vettore. Mostrare che la corda di eur- 

2o 2 

vatura che passa pel polo é — — — r, dove d» è l’angolo estc- 

1 1 P-t-Pcos<l> ‘ ° 

riore tra il raggio vottoro e la tangente. 


u 


TEOREMI GENERALI. 


5. Una catenaria è descritta liberamente sotto l’azione di una 
forza parallela all’asse; mostrare che la forza centrifuga 'è co- 
stante. 

6. Un elemento, proiettato dall’origine lungo l’asso delle y , 
descrive la curva y 2 .—4ax sotto l’ azione di una forza [i.y parallela 
ad y, ed un’altra parallela ad x\ mostrare che 

= i* ( l + £s) ( c * + »*)• 


7. La curva y~o{x) tocca l’asse delle y nell’ origino, ed è de- 
scritta liberamente da un elemento sotto 1* azione delle forze Y 
parallela ad ?/, ed /'parallela ad x\ mostrare che 



e che se Tè come x n , n è negativo. 

8. Un elemento descrive l’iperbole x l =y l -\-a 2 , cosi che 



Trovare le forze. 


9. La velocità di un elemento nell’orbita centralo varia come 

— . Applicare il principio della Minima Azione per trovare 1* or- 
v- 

bita, e quindi la legge della forza. Dedurre gli stessi risultati 
dalla Conservazione dell’Energia. 


10. Mostrare che lo quantità di calore e di luce ricevute da un 
pianeta in una rivoluzione sono inversamente come la radice qua- 
drata del lato retto della sua orbita. 

11. Se P, P' sono le forze centrali per un’orbita ed il suo 
odografo, 

;,'2 

PP' = — r rr\ 

Ir 


12. L’ odografo ò un circolo intorno ad un punto nella sua cir- 
conferenza, e se 0 è l’ angolo che il raggio vettore fa con il dia- 
metro, la velocità angolare è data da 

clO Jc 

di ” v /(e* w - 1) ’ 

mostrare che la traiettoria è una cicloide col suo vertice in su, 
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te % 

* 

o clie la velocità in ogni punto è quella dovuta ad una caduta 
dalla tangente al vertice. . 

O • * 

13. L’odografo por un elemento che si muove in un circolo 
verticale con la velocità dovuta alla profondità al di sotto del 
punto più alto ò 

0 

r — c cos - . 
ù 

14. Quando l’odografo è una linea retta descritta uniforme- 
mente, la traiettoria è quella di un proiettile nel vuoto. 

15. Quando essa è una linea retta descritta con uniforme ve- 
locità angolare intorno ad un punto, la traiettoria ò la catenaria 
di uniforme resistenza 



e T accelerazione è parallela ad y e varia come il quadrato di 
ciascuna di questo quantità eguali. 

10. L’odografo per un circolo intorno ad un punto nella cir- 
conferenza, è una parabola intorno al fuoco descritta con velo- 
cità angolare proporzionale al raggio vettore. 

17. Determinare il movimento di un pendolo semplice, che 
oscilla in piccoli archi, quando il suo punto di sospensione de- 
scrive, uniformemente, un circolo orizzontale. 

Spiegare la specialità della soluzione quando il tempo della 
rotazione del punto di sospensione è eguale a quello di una com- 
pleta oscillazione del pendolo. 

18. Applicare il principio dell’ Azione Variante all’investiga- 
zione del moto di un pendolo semplice, leggermente disturbato 
in un modo qualunque dalla sua posizione di equilibrio. 

19. Trovare la forma delle superficie di eguale aziono per cle- 
menti proiettati orizzontalmente dai punti di una linea verticale, 
la velocità essendo dovuta alla distanza da un dato piano oriz- 
zontale. 

20. Trovare analiticamente un’orbita centrale di cui la forma 
ed il modo di descrizione corrispondano con quelli dell’ odografo 
di un’ altra orbita centrale. 

Mostrare che vi è una sola legge di forza centrale per la quale 
questo è possibile eccetto, naturalmente, nel caso in cui l’orbita 
originale è un circolo intorno al suo centro, quando ogni leggo 
di forza si può ottenere. Art. 280. 
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21. Un elemento è sollecitato da una forza ripulsiva che tende 
da un punto fisso, e da un’altra forza parallela ad una linea fissa, 
e quando 1* elemento è ad una distanza r dal punto fisso, le gran- 
dezze di queste forze sono 




(A, a, c essendo costanti; mostrare che se l’elemento è abbando- 
nato all’azione delle forze in un punto nel quale esse sono eguali 
tra loro, esso procederà a descrivere una parabola di cui il punto 
fisso è il fuoco. 


22. Un elemento ò sollecitato da una forza di cui la direzione 
incontra sempre una linea retta indefinita AB ad angoli retti, e 
l’intensità della quale è inversamente proporzionale ai cubo della 
distanza dell’ elemento dalla linea. L’ elemento 6 proiettato con 
la velocità dall* infinito da un punto P ad una distanza a dal 
punto più vicino 0 della linea in una direzione perpendicolare 
ad 01\ ed inclinata sotto l’angolo a al piano AGP. Dimostrare 
che l’elemento è sempre sulla sfera di cui 0 è il centro; che esso 
incontra ogni linea meridiana per AB sotto 1’ angolo a; e che 

ci~ 

essa raggiunge la linea AB nel tempo — — , [A essendo la for- 

60 ° 1 v /jacos a 4 


za assoluta. 


23. Un cono retto levigato ha il suo semi-angolo al vertice a, 
ed una linea generatrice verticale, il vertice essendo in su: un 
elemento è proiettato secondo la tangente orizzontale, da un 
punto della linea generatrice opposta a quella verticale, ad una 
distanza r dal vertice, e con una velocità 2 sena \lgr. Lascerà 
esso il cono o no ? 

24. Un elemento legato ad un leggiero filo elastico è lasciato 
cadere dal punto fisso al quale l’ altro estremo del filo è attac- 
cato. Si tracci una linea che rappresenti con le sue ordinate la 
forza viva a misura che esso cade. Mostrare che essa consisterà 
di un arco di una parabola, e della tangente in una estremità. 
Inoltre mostrare che la massima forza viva eccedo quella nel 
punto dove il filo diviene teso per una metà di quel che sarebbe 
il suo eccesso in quel punto se non vi fosse il filo per frenarlo. 

25. Un cono retto levigato ha il suo asse verticale ed il ver- 
tice in giù. Un elemento è proiettato dentro di esso in una tan- 
gente orizzontale ad una distanza lì dall’asse con velocità BH. 
Mostrare che quando esso si muove di nuovo orizzontalmente la 
sua distanza (r) dall’asse è data da jR 2 (P-f-r)U 2 tana -2 gr 2 , a es- 
sendo il semi-angolo al vertice del cono. 
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2G. Un elemento si muove sotto razione di due forze costanti . 
nel rapporto di 9 ad 1 le -di cui direzioni girano in direzioni op- 
poste con velocità angolari uniformi nel rapporto di 3 ad 1; di- 
mostrare che sotto alcune condizioni iniziali la traiettoria del- 
F elemento sarà una curva chiusa della stessa forma di quella 
rappresentata dall’ equazione r = a cos 20. 

27. Una superficie levigata è generata dalla rotazione della 
curva oPy—c* intorno all’asse delle y che è verticalmente in giù, 
ed un elemento pesante è proiettato lungo la superficie con ve- 
locità dovuta alla profondità al di sotto del piano orizzontale per 
l’origine; dimostrare che la sua traiettoria interroga tutti i me- 
ridiani sotto un angolo costante. 

* 

28. Un elemento è legato ad un filo elastico, l’altro estremo 
del quale è fisso. Mostrare che se l’ elemento è proiettato in un 
piano verticale, la parte della sua forza viva in una posizione 
qualunque dovuta all' azione del filo è proporzionale al quadrato 
della distensione. del filo. [Di quale è questo un caso particolare?], 

29. Un emisfero fisso di raggio a ha il suo asse verticale, ed 
una scannellatura è tracciata su di esso di cui V equazione è 

f = «logta n -(| + l), 


la posizione di ogni punto della sfera ossendo determinata da X, 
la' lunghezza dell’ arco di un circolo massimo perpendicolare alla 
base dell’emisfero intercetta tra il punto e la base, e da l la lun- 
ghezza dell’arco della base; se un elemento, è proiettato dalla 

base nella scannellatura con una velocità \Ì2 ga y mostrare che il 
* tempo per percorrere un arco di' lunghezza s • 


+ m ■* 



30. Se V e Q sono le forze ’acceleratrici secondo la tangente 
e la normale alla traiettoria di un elemento, eòi’ angolo che la 
tangente fa con una linea fìssa, 1’ equazione dell’ odografo sarà 



dove a è una costante. 


48 


TEOREMI GENERALI. 


31. Una lemniscata di cui l’equazione è r 2 — rt 2 cos20 è situata 
con la linea iniziale verticale, ed un elemento pesante ò costretto 
a muoversi su di essa, partendo dalla quiete nel polo; dimostrare 
che l’ odografo è definito dall’ equazione 


r 4 = c 4 cos 


ti -h 2qp tc+2o 


cos 


6 




dove c è una costante. 


32. Mostrare clic la forza centrale necessaria a fare che un 
elemento descriva l’ odografo di un’orbita centrale e inversa- 

- mente proporzionale alla forza normalenel punto corrispondente 
dell’orbita. - 

33. Un elemento descrive una data orbita intorno ad un con-, 
‘tro di forza, ed un altro elemento descrive l’ odografo di quell’or- 
bita sotto l’azione di una forza nel polo dell’ odografo; mostrare 
che il prodotto delle accelerazioni degli elementi in due punti 

. corrispondenti delle loro orbite varia oome il prodotto delle di- 
stanze centrali di quei punti. 

34. Un elemento si muove liberamente sotto l’azione di una 
forza la di cui direzione è sempre parallela ad un piano fìssole 
descrivo una curva che giace su di un cono retto circolare, e ta- 
glia le linee generatrici sotto un angolo costante; dimostrare che 
il suo odografo è una sezione conica. 


35. Un punto descrive una certa curva, la sua accelerazione 
essendo inizialmente normale, e quando la sua direzione del 
moto ha girato per un angolo 9 , quella dell’ accelerazione ha gi- 
rato per un angolp 2cp nella stessa direzione; dimostrare che l’ac-* 

cclerazione varia come cosaci e che l’odo grafo sarà un circolo 

T ds 

descritto intorno ad un punto nella circonferenza. 

36. Se la Braclnstocrona è una conica intorno al fuoco, l’odo- 
grafo di un elemento che la descrive sarà un circolo. 

37. La resistenza dell’aria essendo supposta variare come il 
cubo della velocità, mostrare clie*l’ odografo di un proiettile è 

. * # 3 4 - 3Xy- — ay 3 + b , 


l’asse delle x essendo verticale. 

38. Un elemento sotto l’aziono di un sistema di forze descrive 
la loro tautocrona in un tempo T. Mostrare che l’ azione in una 


« 
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completa oscillazione è 

2 u 2 c 2 

. ji » 

dove c è la lunghezza dell’arco descritto. 

K • • 

39. Trovare col metodo dell’ Art. 261 la relazione tra la velo- 
cità e la distanza dal centro di forza affinchè la brachistocrona 
sia un circolo. 

40. Dimostrare che un pianeta che si muove liberamente in- 
torno ad un centro di forza in un fuoco della sua orbita ellittica 
descrive una brachistocrona (per la stessa legge di velocità in 
quanto riguarda la posizione) intorno all’altro. 


II. 
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CAPITOLO X. 

Urto. * 

« 

282. Passiamo ora alla considerazione degli effetti di una classe 
di forze che non possono essere trattate con i metodi impiegati 
nei capitoli precedenti. Queste si chiamano forze Impulsive , e 
sono come quelle che nascono nei casi di collisione; durando 
(nel caso di corpi di moderate dimensioni) solamente per un tem- 
po eccessivamente piccolo, e nondimeno producendo cambiamenti 
finiti di quantità di moto. Quindi, nel trattare con gli effetti im- 
mediati di tali forze, non è necessario che forze finite agenti in- 
sieme con esse siano considerate. 

Quando due palle di vetro o di avorio si urtano scambievol- 
mente, senza dubbio ha luogo un’operazione molto complicata 
durante il breve intervallo del contatto. Prima, le porzioni dello 
superficie immediatamente in contatto sono sfigurate e compresse 
finché le forze molecolari così chiamate in azione siano sufficienti 
' a resistere ad ulteriore contorsione e compressione. In questo 
istante è evidente che i punti in contatto si muovono con la 
stessa velocità. Ma, la maggior parte dei solidi essendo dotati di 
un certo grado di elasticità di forma, le palle tendono a ripren- 
dere la loro forma sferica, e si genera una pressione addiziona- 
le; proporziale, come Newton trovò con l’ esperimento, a quella 
esercitata durante la compressione. Il coefficiente di proporzio- 
nalità ò una quantità determinabile con l’ esperimento, e si può 
chiamare convenientemente il Coefficiente di lìestit azione. Esso 
ò sempre minore dell’unità. 

Il metodo per trattare le quistioni in cui entrano forze di que- 
sta natura sarà meglio spiegato prendendo come un esempio il 
caso dell 'urto diretto dì una palla sferica su di un altra; prima, 
quando le palle sono inelastiche. Ancora, quando il loro coeffi- 
ciente di restituzione è dato. 

Ed è evidente che nel caso dell’ urto diretto di sfere levigate 
e non rotanti possiamo considerarle come semplici elementi, poi- 
ché ogni cosa è simmetrica intorno alla linea che unisce i loro 
centri. 

283. Supponiamo che una sfera di massa JX, che si muove con 
una velocità v, raggiunga ed urti un’altra di massa che si 
muove nella stessa direzione con velocità v '; e che nell’istante 
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in cui la mutua compressione ò completa, le sfere si muovano 
con una velocità comune V. Se P è f azione comune tra esse ad 
un tempo qualunque t durante la compressione, essa deve essere 
evidentemente della natura di una pressione esercitata da cia- 
scuna sull’ altra; ed abbiamo, se i è il tempo durante il quale ha 
luogo la compressione, 


onde 


M(v - V) — I Pdt = li, supponiamo , 
J 0 

.* 

M'(V-v') = Pdt = H; 

o 


Mv + M t V 
V “ M + M' ’ 


ed Ii = 


MM' 
M + M' 


(v-v’). 


Da questi risultati vediamo che 1’ intera quantità di moto dopo 
l’urto è la stessa come prima, e che la velocità comune è quella 
del centro d’inerzia prima dell’urto. Se le palle si movessero in 
direzioni opposte, v sarebbe negativa, ed in questo caso avremmo 


V= 


Mv - MV 
M+ M' ’ 


i n MM ' / 

etl K=Z M+~M’ (V + V) - 


Dal primo di questi risultati apparisce che le due palle si ridur- 
ranno in quiete se 

Mv = M'v' ; 

cioè, se le loro quantità di moto sono originalmente eguali ed 
opposte. 

Questa è la soluzione completa del problema se le palle sono 
inelastiche, o sia non hanno alcuna tendenza a riprendere la loro 
forma primitiva dopo la compressione. 


284. Se le palle sono elastiche, si genererà, con la loro ten- 
denza a riprendere le loro forme primitive, un’addizionale azione 
o reazione proporzionale ad II. 

Sia e il coefficiente di restituzione, e siano v t ', le velocità 
delle palle quando finalmente si separano. Allora, come sopra, 


onde 


M{V- v x ) = eK, 

' M(v; -V) = eR ; 


Jfr, = M 


Mv + MV 
M+ M’ 


— c 


MM ' 
M + M 




52 


URTO . 


V. 


(M - eM')v -f M ' (1 ± e) v 


Ma- M' 


= v — 


W 




- (1 +c)(v-v'). 


con una simile espressione per v t \ 

Un risultato piuttosto singolare si può dedurre facilmente dal- 
l’ ultima forinola. Si supponga M—M\ e-1, cioè, siano le palle 
di masse eguali, ed il loro coefficiente di restituzione sia l’unità 
(o, nella comune, ma molto impropria fraseologia), « Si supponga 
che le palle siano perfettamente elastiche »; allora in questo caso 

v ì =v > , e similmente = v , 

o le palle, qualunque siano le loro velocità, le scambiano tra 
loro, ed il moto è lo stesso come se esse fossero passate l’una 
attraverso l'altra senza esercitare alcuna azione scambievole. 


285. Il solo altro caso che possiamo trattare nella presente 
opera ò quello dell’urto obliquo quando le palle sono sferiche e 
perfettamente levigate, poiché nelle palle scabre e non sferiche 
si generano delle rotazioni ed il moto di ciascuna palla richiede 
di esser trattato come quello di un corpo rigido. 

Il caso più semplice è quello di un elemento che urta con data 
velocità , ed in una data direzione, su di un piano levigato. 

Supponiamo che il piano del moto dell’ elemento si prenda per 
quello di relazione; la sua traccia sul piano dato per asse delle 
x, ed il punto nel quale l’urto ha luogo, per origine. 

L’ effetto impulsivo del piano sarà evidentemente perpendico- 
lare ad esso, essendo il piano levigato. Si chiami questo B; e la 
velocità dell’ elemento si risolva in due v x , v y , rispettivamente 
parallele agli assi. Per la prima parte dell’urto 

M(v x - v x ') = 0 , 

M(Vy — Vy) = R. 

Ma v y r , essendo la velocità comune del piano e delia palla, è 
evidentemente zero; quindi 

v* = v x , v y '-0, 

o, la velocità parallela al piano non è alterata, mentre quella 
perpendicolare ad esso è distrutta. Tanto perlina palla inelasti- 
ca. Se la palla è elastica, siano v" , v y '' le velocità finali, allora 

M (v,/ - v,”) = eli. 
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Queste equazioni danno 


v x = v x = 

» 

e mostrano che la velocità parallela al piano non è alterata; ed 


Mv y " = — eR — eMv yì 

O, Vy" = - eVy, 

cioè, la velocità perpendicolare al piano è rivolta in direzione 
opposta, e diminuita nel rapporto e : 1 . 

Se denotiamo col nome di angolo d’incidenza l’ inclinazione 
della direzione originale del moto della palla alla normale al 
piano, e diamo quello di angolo di riflessione all’angolo fatto 
con la stessa linea dalla traiettoria dopo dell’ urto; allora dino- 
tando le velocità totali prima e dopo dell’urto con Ve F", e que- 
sti angoli con 0 , 9 rispettivamente, abbiamo 


FsenO — v xì V'seny = t?^", 

V COS 0 rr V. n V" COS O = V„ 
y 1 ♦ y * 


ed i risultati precedenti danno immediatamente 


. ecot 0 = eot 9 
sen 0 


V" = V 


sen 9 ] 


Naturalmente questi risultati sono applicabili ai casi di urto 
sopra superficie levigate qualunque; facendo la legittima suppo- 
sizione che l’urto, eie sue conseguenze riguardo al movimento 
della palla, sarebbero le stesse se per la superficie si sostituisse 
il suo piano tangente nel punto di contatto. 


286. Due sfere levigate, che si muovono in date direzioni e con 
date velocità , si urtano; determinare V urto ed il moto susse- 
guente. 

Siano le masse delle sfere il/, il/'; le loro velocità prima del- 
l’urto v e v'\ e le direzioni originali del moto facciano con la li- 
nea che congiunge i centri nell’ istante dell’urto, gli angoli a, 
a'. Questi angoli si possono facilmente calcolare dai dati, se i 
raggi delle sfere sono dati. 

E evidente che, siccome le sfere sono levigate, l’ intera azione 
impulsiva ha luogo nella linea che eongiunge i centri nell’ istante 
dell’urto, e che perciò il moto seguente di ciascuna sfera sarà 
nel piano che passa per questa linea c per la direzione originale 
del moto. 
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Sia li l’impulso, c il coefficiente di restituzione; allora poiché 
le velocità nella linea dell’urto sono v cosa e v'cosa', abbiamo 
per i loro valori finali v ti v ì ' i dopo la restituzione, per l’ Art. 284, 
le espressioni 

HI' 

v x — v cos a — — — — (1 4- e)(v eos a — v cos a') , 

Iti -f“ A/ 

v.’ — v* cos a' 4 (l 4- e)(v cosa — t/cosa') , 

ilf-f- HI 

ed il valore di li è 

— - — — , (1 4- c)(v cosca - v cos a ). 

HI 4 - HV 1 

Quindi, la sfera HI ha finalmente una velocità v x nella linea 
che congiunge i centri, ed una velocità vsena in una direzione 
conosciuta perpendicolare a questa, cioè nel piano per questa e 
per la sua direzione originale del moto. E similmente per la sfera 
HI”. Così l’urto c completamente determinato. 

287. Ricorrendo alle equazioni nell’ Art. 283, abbiamo 

M (v ~ V) = Il , • 

M'(V- v’) = Il , 

ed, eliminando V , 



Quindi, se e è il coefficiente di restituzione, e v t , v x sono le 
velocità finali, 

4- c) 


v K = v — 


V' + 


HI 

J2(l 4- c) 
HI' 


( 2 ). 


Quindi, qualunque sia e, o sia non vi 

è perdita di quantità di moto. Questo è, come è chiaro, una con- 
seguenza diretta della Terza Legge del Moto. 


Ancora, 


Mv * 4- M'vJ* = Mv* 4- M'v'*- 

M+ HI' 


+e)(v - + e) 2 


nini' 


71/ . i\r' / o \ 

X , l) . 
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L’ultimo termine del secondo membro è quindi due volte l'e- 
nergia cinetica apparentemente distrutta nell’urto. Quando e—0, 

MM' . 

la sua grandezza è massima ed eguale ad — {v—v')-. Quan- 
do e=l la sua grandezza ò zero, cioè, nell’urto diretto quando 
il coefficiente di restituzione è l’ unità non vi è perdita di ener- 
gia cinetica. 


L’energia cinetica che sembra di essere distrutta in alcuni di 
questi casi è solamente trasformata; parte lo può essere in ca- 
lore, parte in vibrazioni sonore, come nell’urto di un martello 
su di una campana. Ma, ad onta di questo, l’elasticità può es- 
sere perfetta. Quindi l’assurdità della comune denominazione a 
cui si allude nell’Art. 284. 


Inoltre da (2), 

vf — v x — v' — V + li(l 


e) 


M+M' 

MM r 


= c(v — v') y per (1). 

Quindi la velocità di separazione è e volte quella dell’urto. 
Questi risultati si possono estendere facilmente al caso più ge- 
nerale dell’ Art. 280. 


288. Passiamo ad alcuni problemi speciali che illustrano il 
soggetto dell’urto. 

Ad una estremità di una catena uniforme e perfettamente fles- 
sibile, giacente in una data curva sopra un piano orizzontale le- 
vigato, è applicata mia data tensione impulsiva nella direzione 
della tangente in quella estremità ; si cerca di trovare la tensione 
impulsiva in ogni altro punto delta catena. 

Sia questa Tin un punto della catena di cui le coordinate sono 
x, y\ e le velocità iniziali di, quel punto, parallele agli assi, sia- 
no v x , v y \ allora, jjl essendo la massa di un’unità di lunghezza 
della catena, abbiamo le equazioni seguenti : 



La condizione geometrica si deve determinare come segue. La 
catena essendo inostensibile, la lunghezza di. un elemento os è 
invariabile, quindi le velocità delle sue due estremità risolute 
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secondo l’elemento debbono essere le stesse. Questo dà eviden- 
temente 

dv v dx di' d ii 

~--r- + = 0 


ds ds ds ds 


( 2 ). 


Da queste equazioni passiamo ad eliminare v x> v y . Differen- 
ziando (1) rispetto ad s, abbiamo 


dv~ 


dv 

V--j y = 


ds 


a. 2 d*x d-Tdx 
ds 3 ds ds 2 ds 2 ds 1 

T &y , 

ds 3 ds ds 2 ds 2 ds * 


dx dv 

Moltiplicando queste per — , — -, rispettivamente, ed addizio- 

ds ds 


nando, abbiamo da (2), 

'dx d ?i x dy dhj\ 


r( 


dT ( dx d 2 x dy d-y' 


ds ds 3 


+ - + 2 -~( — — 

ds ds 3 / ds \ds ds 2 ds ds 2 / 


Ma 


■sfI(£)' + Ge)'I=° 


(3). 


si differenzii, ed abbiamo 


dx, d 2 x dy d 2 y _ 

ds ds 2 ds ds 2 - ’ 


differenziando di nuovo, e trasponendo, abbiamo 

dx d 3 x dy d 3 # _ ^ ( /d^\ 2 /dW ) 
ds ds 3 ^ ds ds 3 l\ds 2 / ^\ds 2 / ) 


dove p è il raggio di curvatura dell’ elemento Ss. 

Per mezzo di queste espressioni (3) prende la forma finale 


d 2 T T 
<fc* ” p 2 " 


(4)« 
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Questa non si può naturalmente integrare a meno che la for- 
ma iniziale della catena non sia conosciuta, cioè a meno che p 
non sia dato in termini di s. 

Ber trovare la direzione istantanea del movimento di un punto 
qualunque, dobbiamo trovare v x e v y , ed il loro rapporto è la 
tangente dell’ angolo che la direzione richiesta fa con 1’ asse delle 
x. Queste quantità si debbono trovare per mezzo di (1) dal va- 
lore di Tdato da (4). 


289. Esempio I. Come un esempio particolare, supponiamo che 
la catena formi un semicircolo di raggio a . Allora p — a, e (4) 
diviene 


d 2 T 
~ds * 



di cui 1* integrale è ss 

T=Ae“ + Be~°. 


Per determinare le costanti arbitrarie, osserviamo che quando 


s = 0, abbiamo T—T 0 

l’impulso originale; e quando s=7ta, o all’estremità libera della 
catena, T— 0. Così abbiamo 


Queste danno 
e quindi 




T 0 = A + B, 

0 = Ae u 4- Be ~ * 

T p~ K T e* 

e K - e" 71 ’ e K - e~ K 1 



( 5 ), 


se s=a 0, cioè se T è la tensione impulsiva in un imnto di cui la 
distanza dall’estremo teso sottende un angolo 0 al centro. 

Supponiamo ora che l’ asse delle y sia la tangente all’estremo 
teso; quello delle x essendo il diametro che passa per quel punto, 
allora 

x = a (1 — cos 0), 
y — asenO. 

II. 8 
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Queste danno 


— =: sen 0 
ds 


I-osO; 


dalle quali, per (1) e (5), 

4[cos0|e ,t - <) -e-< !l '- |) >!l 

Vy_dO 1 * 

v * ^[sen0ie ,t - o -e-( ,t - o )!l 

Differenziando, e poi sostituendo diversi valori di 0, otteniamo 
le direzioni iniziali del moto dei punti corrispondenti della ca- 
tena. Così, per l’estremo teso, si vedrà facilmente die, ponendo 
0~O, abbiamo 

Vy __ e* 4- e~ K 

v r e K — * 

Per l’estremo libero 


come dovevamo aspettarci, poiché non vi è inizialmente alcuna 
forza in esso parallela all’asse delle x. 

290. Esempio TI. Supponiamo che si voglia la tensione in cia- 
scun punto proporzionale alla distanza dall’ estremo libero della 
catena. 


Allora l essendo la lunghezza, ed s dinotando la stessa quan- 
tità come sopra, 




per ipotesi ; 


onde 


^T = 0. 0 Per (4) ^ = 0, o p = co , 


cioè, la catena deve giacere in una linea retta, come è d’altron- 
de evidente. 


291. Esempio III. Supponiamo che la catena formi una por- 
zione della spirale logaritmica. In questo caso p=ss dove e è la 
cotangente dell’angolo della spirale. Quindi l’equazione diviene 


d 2 T 
ds * 


T 

S 2 S 2 
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o, se poniamo s — .ae? , 

cPT d'T T ' 
• dq* dy £ 2 “ 


Questa s integra facilmente, e così il problema si può risol- 
vere comi^letamente. 


• « 

292. Trovare l angolo che la direzione iniziale del moto di un 
elemento qualunque fa con la tangente corrispondente . 

’ Ut&) 

Generalmente, sia tano^-^ = 

v x ±( T dxy 

ds K ds ) 

• dy 

, . dy ds 

e tan ò = ~ = — . 

dx dx 

ds ' 4 

Allora (9—6) è Y angolo richiesto; e 


A (t—') ~ _ — (t~ \ ^ 

tanto— ti) = ±L± c l± ±Z± 

— +£(t d i\<!y 

ds \ ds) ds ds\ ds) ds 

T (dx d 2 y dy d-x\ 

VfZs ds 2 c7s cZs 2 / . * 


d_T 

ds 

T 



Quindi ancora, se la condizione è che ogni elemento della ca- 
tena si deve muovere inizialmente secondo la catena, 9— ^=0, e 
quindi 0 = 00 , 0 la catena deve giacere in una linea retta. 


293. Trovare la velocitàiniziale assoluta di ogni elemento della 
catena. 

* 

Innalzando a quadrato ed addizionando le equazioni (1), dopo 
di aver eseguito le differenziazioni indicate, abbiamo 1 
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{dT\*[(dx\* ( dy\ r \ 

• ii’w+vH*) fc) + U)i 


l 
) 

io T dT(dx^x d£^y\ 
ds \ds ds 2 ds ds 2 / 

■ ' +H(S)*+ffl)V ■' 

' - ' .-(£)’+£ ■ 

Ancora, se v 8 è la velocità di un elemento risoluta secondo 

la tangente corrispondente, 

• • 

»,* = (»«* + V) cos2 (? - 4') 

ì (/<?r \ 2 r 2 i \ds ) 

- ~ JJL 2 1 V <is / + p 2 )/dT\ 2 '£*_ 

\ds ) "p 2 

= j_/dry 

"V \ds) ’ 


la quale avrebbe potuto trovarsi immediatamente da 

* . . * • d / • 

■ "'“si 1 


'S- 


prendendo l' asse delle x parallelo all’ elemento ds. 


*294. Questi problemi si potrebbero forse risolvere più spedi- 
tamente trovando le equazioni del moto impulsivo dell’elemento 
secondo la tangente e perpendicolarmente ad essa. Chiamando 
v s1 le velocità iniziali in queste direzioni, abbiamo immedia- 
tamente 

x dT = ^ v 6 Ss 

T 

' — ds = U V n ds 

p. p . 

la direzione di v p essendo verso il centro di curvatura. 

-La condizione cinematica fornita dall’ inestensibilità della ca- 
tena è 
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* 

Da queste equazioni i risultati precedenti si possono dedurre fa- 
cilmente. Ed il lettore può facilmente estendere da sè il proce- 
dimento di questo articolo o l’ Art. 288 ad una catena di sezione 
.variabile originalmente in riposo nella forma di una curva a 
doppia curvatura. 

L’ investigazione del moto che ha luogo dopo l’ urto non si 
considera comunemente nella Dinamica di un elemento; ma ò 
chiaro da quello che abbiamo detto che possiamo scrivere le e- 
quazioni del moto di una catena nella forma 


d 2 x d { rT1 dx\ 
~ ds \ Hs) 


+ X, etc. 


le forze finite X, etc. presentandosi ora che non dobbiamo più 
trattare dell’ urto. 

Quando la catena è distesa, e praticamente inestensibile, e 
quando lo spostamento è piccolo, possiamo scrivere x per s so 
prendiamo la direzione non disturbata della catena per asse dolio 
x. Le equazioni della vibrazione transversale diventano allora 

dfy_T<Py_ d*z _ T dfy 
dt 2 j i dx 2 ’ dt- jjl dx 2 * 


Lo studente deve particolarmente osservare che siamo ora con- 
dotti ad equazioni differenziali parziali. 


295. Il solo altro caso che considereremo è quello di una se- 
rie continua di urti infinitamente piccoli, il di cui effetto è com- 
parabile con quello di una forza finita. Il metodo ovvio di con- 
siderare un tal problema si è di valutare separatamente i cam- 
biamenti nella velocibà prodotti dalle forze finite, e dagli urti, 
nello stesso tempo infinitamente piccolo o£, e di comporre questi 
per l’effetto attuale sul moto in quel periodo. 

296. Una goccia sferica di pioggia, che discende per V azione 
della gravità, riceve continuamente per la precipitazione del va- 
pore un accrescimento di massa proporzionale alla sua superficie ; 
a essendo il suo raggio quando incomincia a discendere -, ed r il 
suo raggio dopo V intervallo t, mostrare che la sua velocità è data 
dall equazione 

gt ( „ a 

V^~r( 1 + - + 

4 V r 

non tenendo conto della resistenza dell’ aria. (Challis, Smith’ $ 
Vrize Examination ,• 1853). . 
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Sia e la spessezza dello strato di fluido depositato nelF unità 
di tempo. Allora evidentemente 

r = a + et • (1). . 


Inoltre sia or=S. 1 i? + o t v V accrescimento di velocità nel tempo 
ot\ il primo termine dovuto alla gravità, il secondo agli urti. 

Evidentemente., % x v — gòt\ e se M è la massa al tempo t } 
%(Mv)=- 0 è la condizione dell’urto. 

Questo dà 

. • = - vZM, 


o 


4 Tzr 2 eot 


o. t v = — v 

4 


Sevòt 


ur 3 


r 


Da queste abbiamo 


di? 


3cv 


a 4* et 


Sevot 
a -f- et ‘ 


Moltiplicando per (a+eQ 3 , e portando l’ultimo termine nel 
primo membro dell’equazione, essa dà evidentemente 


(a + cty v ~~ (a + ety -f C. 


Ma 

Quindi 

Sostituendo per 


come si chiedeva. 


0 = --- a K 4- C per condizione. 
4e 


v — 


jr 

Ac . 
e da (1), 


( tx -p et) 


i 

(a + «<)’) ' 


4 (r — a) \ r 3 / 

4 \ i r r 2 rV ’ 


• Per verificare questa soluzione, supponiamo che non si depo- 
siti umidità, allora r=a } ed abbiamo v—gt come deve essere. 

297. Un estremo, B, di una catena pesante uniforme pende 
da una piccola carrucola levigata A, e V altro è raggomitolato 
su di una tavola in C. Se B prepondera, determinare il moto . 
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La forza motrice dovuta alla gravità è il peso di AB meno 
quello di AC—\y.g{x-n) supponiamo. 

Ora in un intervallo infinitamente piccolo Zt, questa genere- 
rebbe nella porzione BAC della catena un incremento di velocità 

_ ng^_ -o) S( XI 

1 fjt(# + a) OD 1 

Ma l’ intera catena non raggomitolata, essendo in moto nel 
principio dell’ intervallo ot con velocità v , solleva una porzione 
di lunghezza vZt dalla tavola durante quell’intervallo . Quindi, se 
Z 2 v è il cambiamento di velocità proveniente da questo urto, ab- 
biamo per la condizione che non si perde quantità di moto, cioè 


o 



v + o t v = 


MV 

M+M' ’ 

pi (x + a) v 
[*(# + a) + \j.vZt 


ì 


^ v*ot 

G*V = 

x + a 




le quantità di secondo ordine e di ordini superiori essendo tra- 
scurate. 

« . j . . Zv Z x v t Z 2 v 

Quindi siccome -r- = + — , 

ot ot ot 


passando al limite abbiamo 

dv _ dv __ g (x — a) — v- 
dt clx (x + a) 

dv 

che dà (x -p a) 2 v — + v- (x + a) = g{x- — a 2 ), 

ax 

o __ (x + a) 2 !? 2 = (x -f ~ 2 gf d Xì 

e questa determina per date circostanze iniziali qualunque la 
velocità ad ogni istante. L’integrazione finale, per la determi- 
nazione di t in termini di x ì richiede l’uso delle Funzioni Ellit- 
tiche . 
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1 . Se e=l , una palla non può essere ridotta in quiete dall’urto 
diretto su di un’altra palla eguale, a meno che questa non sia 
in quiete. 


2. Se due palle per le quali e— 1 si urtano direttamente con 
velocità eguali, le loro masse debbono stare come 1 : 3 affinchè 
una possa essere ridotta in quiete. 


3. Mostrare che se due palle eguali (e<l) si urtano diretta- 
ci _j -Q ’ 

mente con velocità j-h- Fe — F, la prima sarà ridotta in quiete. 


4. Mostrare che la massa della palla che deve essere interpo- 
sta direttamente tra M in quiete, ed M' che si muove con una 
data velocità F, affinchè M acquisti la massima velocità, è 


M'V( l-fe) 2 - 

e che quella velocità massima è - . • 

5. Supponiamo e=l, e che un numero infinito di palle siano 
interposte, mostrare che la velocità massima che si può dare 
così ad ilf, è 

vj- 

• V M 


[ Si noti che, pel risultato della questione precedente, le masse 
debbono formare una serie geometrica, e la forinola suddetta si 
deduce facilmente ]. 


6. Elementi per i quali e=l scendono per i raggi vettori dal 
fuoco di una parabola di cui 1’ asse è orizzontale ed il piano ver- 
ticale. Dopo la riflessione sulla curva essi descrivono le loro tra- 
iettorie. Quale è il luogo dei fuochi? 


7. A urta su J5, mostrare che la deviazione di A è massima 
quando la sua tangente è ^ m . 


8. Un elemento pel quale e = — è proiettato da un punto in un 

m 

piano orizzontale levigato. Trovare fin dove esso va prima che 
cessi di rimbalzare. Mostrare che i tempi tra i rimbalzi consecu- 
tivi sono in una serie geometrica di cui la ragione è —, e le al* 

m i 

tezze al di sopra del piano in un’altra di cui la ragione è — v 

c w * 
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9. Un elemento pel quale e=l è proiettato dal piede di un pia- 
no inclinato in una direzione che fa un angolo p col piano; il 
piano è inclinato sotto un angolo a all’orizzonte. Mostrare che 
se 2tanp=cota, 1* elemento ritornerà dopo un rimbalzo al punto 
di proiezione. 

Se vi sono due rimbalzi prima di tornare indietro al punto di 
proiezione, ed il coefficiente di restituzione è e , 

cot p = (1 + e + e-) tan a, 

10. AOB è il diametro verticale di un circolo. Un elemento 
pel quale e=l scende per una corda A C ì ed è riflesso in BC. Il 
luogo del fuoco della sua traiettoria è il circolo di cui il diame- 
tro è AO. 

11. Se la direzione nella quale una palla si muove quando urta 
su di un’altra palla eguale in quiete, bisega l’angolo tra le loro 
future direzioni; allora quell’ angolo è 

2 tan -1 »Je. 

12. Se , trovare la direziono nella quale una palla deve 

essere proiettata contro un muro verticale levigato, in modo da 
ritornare, con la minima velocità possibile, al punto di proie- 
zione. 

13. ABC è un triangolo, a,b, c sono i punti di contatto del 
circolo iscritto con i lati, a essendo in BC , etc. Mostrare che se 
un elemento proiettato da a in b è riflesso in c, Ab=eCb 1 e se 
esso ritorna in a, 

AB = e AC. 

14. Più palle A, B, C, etc. per le quali e è dato, sono situate 
in una linea; A è proiettata con data velocità in modo da urtare 
B ì B quindi urta C, e così di seguito; trovare le masse delle 
palle B , 0, etc. affinchè ciascuna delle palle A, B, C, etc. si ri- 
duca in quiete urtando sulla seguente; e trovare la velocità del- 
1’ n m!x palla dopo il suo urto con la (n— l) nia . 

15. Una palla è proiettata in una data direzione dentro di un 
anello orizzontale fisso, in modo da andare rimbalzando dalla 
superfìcie dell’ anello; trovare il limite al quale si avvicinerà la 
velocità, e mostrare che si raggiunge questo limite in un tempo 
finito, e essendo minore di 3. 

16. Una data massa inelastica si lascia cadere da una data al- 
tezza sopra un guscio di una bilancia, e due masse inelastiche 
si fanno cadere da differenti altezze sull’altro guscio, in modo 

II. ' 9 
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che i tre urti abbiano luogo simultaneamente; trovare le rela- 
zioni tra le masse e le altezze affinchè la bilancia rimanga per- 
manentemente in quiete. 

17. Un elemento che si muove in una parabola intorno ad un 
centro di forza nel fuoco, colpisce un piano duro in un punto 
qualunque della sua traiettoria. Se esso descrive una parabola 
dopo dell’urto, trovare la direzione del suo asse. 

18. OA, OB sono verghe nello stesso piano verticale inclinate 
sotto gli angoli a , (3 all’ orizzonte. Se un elemento, pel quale 
e=l, proiettato da A, colpisce B e continua a rimbalzare tra A 
e B, allora essendo Til tempo della corsa, y l’ inclinazione di 
AB all’orizzonte, 

tan^f = -(cotg — cota), 

e T* = — seti (g + g) 

g \/|4sen 2 asen J § + sen 2 (a — Jì)j ’ 

19. Elementi eguali girano in direzioni opposte intorno al 

g 

fuoco in un’ellisse di eccentricità -, e si urtano nell’ apside più 

o 

vicino. Trovare le distanze degli urti seguenti, e mostrare che 
se x> è la distanza apsidale primitiva, gli elementi cadono nel 
centro dopo il tempo 

3 

ìi 7 WY 

20. Due elementi eguali, connessi da un filo che passa libera- 
mente per il polo, sono costretti a muoversi nella stessa spirale 
logaritmica. Se essi sono da principio in quiete ed uno ò pro- 
iettato con data velocità (in modo da accrescere la sua distanza 
dal polo) determinare l’urto. 

21. Tre palle (supposte infinitamente piccole), per le quali e=l, 
sono situate ai vertici di un triangolo. Trovare le relazioni tra 
le masse affinchè la sfera A se spinta a colpire B, sia riflessa a 
C e da C alla sua posizione iniziale. Gli urti si suppongono aver 
luogo in ciascun vertice in modo che la linea che congiunge i 
centri delle sfere sia perpendicolare al lato opposto del triango- 
lo; a, p, essendo gli angoli del triangolo, troviamo 

A __ * senp A __ sen^ 

B sen (a — *y) ’ C sen(P — a)’ 

22. Se un razzo, originalmente di massa M , getta via ad ogni 
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unità di tempo una massa eM con velocità relativa F, e se M' è 
la massa della scatola, etc. mostrare che esso non può innalzarsi 
immediatamente a meno che Ve > g ì nò del tutto a meno che 
MVe 

— ■>.< 7 . Se esso s’innalza subito verticalmente, mostrare che la 
M' 

sua massima velocità è 


F lo rr — __ 

D M' 



7&f'\ 
M/ ’ 


e la massima altezza eui esso giunge è 



23. Se un numero infinito di punti materiali perfettamente 
elastici, egualmente distribuiti in una sfera vuota, sono messi 
in moto ciascuno con una velocità qualunque, mostrare che la 
continua pressione risultante (riferita ad una unità di area) sulla 
superficie interna ò eguale ai due terzi dell’ energia cinetica de- 
gli elementi divisa pel volume della sfera. 

24. Una cometa nel muoversi da un punto ad un altro, getta 
via ad ogni istante piccole porzioni della sua massa che serbano 
sempre lo stesso rapporto n alla massa rimanente. Se v è la ve- 
locità con la quale ciascun elemento è gettato via, a l’ inclina- 
zione della sua direzione al raggio vettore, dimostrare che il pe- 
riodo t sarà diminuito di 


3 nvt 
fa 


! (?' - ?) V ( a i ; ) sen a 


(r' — r) cos a j , 


909 ' essendo le anomalie eccentriche, r ed r' le distanze focali 
nei punti dati, a la distanza media, 2p il lato retto, ed f la forza 
alla distanza a- 


25. Una palla di relativa elasticità e colpisce un’altra palla 
eguale in riposo; mostrare che il massimo angolo possibile tra le 
direzioni, prima 0 dopo dell’urto, della prima palla è 


tan ” 1 


1 -t- e 

% \! 2 \l 1 — e 


1 


e che in quel caso l’ inclinazione della linea dei centri alla dire- 
zione primitiva della palla urtante è 

-• > 

taiT' y 1 ~ e . 

2 


26. Un elemento perfettamente elastico è sospeso per mezzo di 
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un filo inestensibile senza peso da un punto nell’ asse di un ci- 
lindro retto circolare verticale vuoto. L’elemento ò tenuto in 
contatto col cilindro, ed è poi proiettato in modo che il filo sia 
sempre disteso. Dimostrare che le porzioni dello sue traiettorie 
tra due urti consecutivi sono simili. 

27. Elementi in numero (2w-l), connessi da fili inestensibili, 
sono sospesi da due punti fissi in un piano orizzontale in modo 
da pendere simmetricamente, i loro pesi essendo tali che l’ in- 
clinazione di ciascun filo a quello immediatamente al di sotto sia 
a, che è anche l’ inclinazione di ciascuno dei due fili più bassi 
all’orizzonte. Trovare i loro pesi; e mostrare che se il più basso 
di cui la massa è m è percosso da un colpo verticale P, la com- 
ponente orizzontale della velocità iniziale di ogni elemento varia 
inversamente come il suo peso, e la componente verticale della 
velocità iniziale dell’ r m0 contando dal più basso è 

Psen oc 

-- j(2 n -2 r — l)sena + 2cosacotwa - sen(2r 4- l)ot;. 

2 m cos 2 ot 

28. Un elemento di elasticità e è legato con un filo elastico di 

naturale lunghezza a ad un punto nell’intersezione di due piani 
levigati, l’uno verticale e l’altro orizzontale, s.ul secondo dei 
quali esso si muove. Esso è stirato sino ad una lunghezza qua- 
lunque, e poi è lasciato andare. Se fr 2 , ?> 3 , etc. sono le mas- 
sime lunghezze del filo, 0 4 , 0 2 , 0 3 , etc. gli angoli secondo i quali 
esso è inclinato al piano verticale dopo i successivi urti, dimo- 
strare che (b n -a) cosO n 

è lo stesso per tutt’ i valori di n. 

29. Un filo uniforme e perfettamente flessibile giace in una 
catenaria su di un piano orizzontale levigato, e l’elemento nel 
punto più basso è subitaneamente proiettato verso la direttrice 
con una data velocità; mostrare che la tensione impulsiva in 
ogni punto variai come l’ordinata di quel punto, o che ogni punto 
del filo incomincia a muoversi nella stessa direzione. 

30. Una catena flessibile giace sopra un piano orizzontale le- 
vigato nella forma di una porzione di una catenaria comune, le 
tangenti nelle estremità facendo gli angoli 0,, 0 2 con la tangente 
nel vertice della catenaria. Una tensione impulsiva T ì ò appli- 
cata alla prima estremità; mostrare che la tensione impulsiva in 
un punto della catena dove la tangente fa un angolo 0 con la tan- 
gente nel vertice è eguale a 

cosO, 0 - 0 2 
' cosO 0, — 0, 
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CAPITOLO XI. 

Moto Perturbato. 

298. Nell’ investigazione del moto di un elemento assoggettato 
all’azione di forze perturbatrici, possiamo, quando queste sono 
molto piccole in paragone delle forze sotto le quali l’orbita non 
perturbata ò descritta, supporre che in ogni istante 1* orbita at- 
tuale sia della stessa natura della non perturbata, ma che la sua 
grandezza, la forma e la posizione siano leggermente diverse. 
Con questo mezzo la considerazione del moto in un’ orbita di cui 
l’equazione non si può trovare, o se trovata sarebbe di estrema 
complicazione, si riduce ai casi considerati nei Capitoli prece- 
denti, il spio procedimento addizionale essendo la determinazione 
dei cambiamenti degli elementi o Parametri dell’orbita, dovuti 
alle forze perturbatrici; questi parametri essendo resi così fun- 
zioni esplicite del tempo. L’uso principale di questo metodo è 
nella teoria planetaria, ed ivi gli elementi dell’ Orbita istantanea 
non si possono determinare che per approssimazione, la quale 
con questo metodo possiamo nel modo migliore effettuare. 

Non è necessario che Y orbita sia cambiata dalla forza pertur- 
batrice, affinchè il metodo dei parametri sia applicabile; suppo- 
niamo per esempio che un elemento sia costretto a muoversi in 
una curva data; l’estensione delle sue oscillazioni, e la velocità 
con la quale esso giunge ad un punto particolare nella traietto- 
ria, per esempio, sono parametri, ed in termini di questi il mo- 
vimento si può esprimere. Questo metodo è perciò applicabile ad 
ogni caso di moto libero o no, sempre supponendo che le forze 
perturbatrici siano piccole; la sola differenza essendo che nel 
moto non libero vi sono meno parametri di cui si debba trovare 
la variazione. 

299. Il principio generale del metodo si può spiegare come 
segue. 

Siano d 2 x 

dF~ 

clhj _ 
dt 2 “ 

d 2 z _ 
dt 2 ' 

le equazioni dol moto di un elemento di cui le coordinate al tempo 


X + X' 1 

Y+Y > ( 1 ), 

Z + Z’ ] 
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t sono x , y, z\ o supponiamo, inoltro, che X ', Y', Z' siano lo som- 
me delle parti risolute delle forze perturbatrici parallele agli 
assi. Se non vi fossero forze perturbatrici, avremmo le equazioni 
del moto 


d-x 

W 

Vy 

di 2 

d'-z 

di* 




Ora la soluzione delle equazioni (2) sia 


* = ? a», ••• «c ) ) 

jf=X (<»««. «*» — «•) r (3), 

* = ♦(*> a ìy a t ,.:.at) J 


che racchiudono sei costanti arbitrarie; e le forme delle funzioni 
9, / , essendo conosciute. 

Osserviamo di passaggio che, se il movimento non fosse libe- 
ro, avremmo di più una a due relazioni tra, x,y e z y che con- 
ducono ad altre tra i loro coefficienti differenziali, sicché il nu- 
mero delle costanti arbitrarie sarebbe ridotto. 

Ora supponiamo che le soluzioni di (1) siano della stessa for- 
ma delle espressioni in (3), a i9 a t , ... o G non essendo più costanti 
ma funzioni di t da determinarsi. 

Il fatto di (3) che debbono soddisfare (1), ci dà le tre inevita- 
bili equazioni seguenti perla determinazione di questi parametri, 


^9 

di * 

cn 

dP 

d*ty 
di 2 


X + X', 
Y', 

2+2' 


( 4 ). 


300. Siamo allora in libertà di fare tre ipotesi addizionali qua- 
lunque riguardo a quelli che ci piace. Le più convenienti sono 
quelle somministrate dalla condizione che non solamente le e- 
spressioni per le coordinate dell’ elemento, ma anche le espres- 
sioni per le parti risolute della velocità parallelamente agli assi 
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coordinati, siano della stessa forma nell’orbita perturbata come 
nella non perturbata. 

Ora nell’orbita perturbata, 

(< l 9\ , (d^\da t ( do\ da t / doXda,. 

dt \dtJ ^ \da,J di \daj dt + \d~aj dt ’ 

dy dz ^ 

con simili espressioni per e —, le parentesi essendo adope- 

( it dt 

rate per esprimere differenziazione parziale. 

Ma nell’ orbita non perturbata 



e similmente per ~ e 

dt dt 

Questo dà le tre relazioni addizionali necessarie tra a t1 a « 3 , 
a 4 , a 5 > o 6 e nella forma 



E prendendo queste in considerazione del pari che le equa- 
zioni (2), (3), le equazioni (4) diventano 



Lo equazioni (5) e (6) bastano per determinare i sei parametri 
in termini di l\ e 3Ì può osservare che, se alcuno di queste quan- 
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tità stesse apparissero nei coefficienti di queste equazioni diffe- 
renziali, esse si possono trattare come costanti, poiché le loro 
variazioni si possono trascurare per un breve tempo in ogni pe- 
riodo del moto, in considerazione della piccolezza delle forze per- 
turbatrici. Questo evidentemente corrisponde analiticamente a 
trascurare le potenze delle forze perturbatrici superiori alla 
prima. 


301. Supponendo quindi i parametri trovati come funzioni di 
t ì se nelle equazioni (3) sostituiamo i loro valori, ed indi elimi- 
niamo t dalle tre equazioni, avremo due equazioni risultanti che 
saranno le equazioni dell’orbita attualmente descritta dall’ele- 
mento. 

Ma se si elimina t ì a, % , a 2 ,...a 6 essendo considerate costanti, e 
poi si sostituiscono i valori di a,, a 2 ,...a, 6 come funzioni di t , le 
due equazioni risultanti rappresenteranno, per ogni valore par- 
ticolare t ' dato a t, una curva che evidentemente coincide conia 
traiettoria attuale al tempo t\ e che sarebbe da quell’istante la 
traiettoria attuale se le forze perturbatrici cessassero allora. 
Questa curva si chiama V orbita istantanea al tempo t—t\ e la 
sua forma e la posizione debbono evidentemente sopportare un 
leggiero cambiamento in conseguenza della forza perturbatrice. 


302. Se le costanti sono meno di sei, come nel caso del moto 
non libero, altrettante equazioni come quelle ora indicate non 
saranno necessarie; ma lo schizzo precedente ci abiliterà ad ap- 
plicare il metodo ad ognuno di questi casi. Così se l’elemento è 
costretto a muoversi sópra una data superficie, prendendo la sua 
equazione insieme con le equazioni (3), vi saranno evidentemente 
due delle sei costanti determinate subito completamente in ter- 
mini delle altre. E se il moto c sopra una data curva, da quattro 
delle sei costanti saremo liberati. In quel caso, essendo s la lun- 
ghezza dell’arco descritto al tempo t, S la forza tangenziale, S' 
la forza tangenziale perturbatrice, l’equazione del moto secondo 


la tangente è 


Ora se 

è la soluzione di 


S= s+s '- 

s = <?(«,«,<) 
(Ps 

df*- s ’ 


( 7 ). 


( 8 ). 


otterremo i valori di a, a in termini di t, affinchè (8) soddisfi (7) 
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ed anche le espressioni per le velocità nell’orbita istantanea e 
nell’orbita reale siano le stesse, risolvendo le equazioni 

<*« , 

\(laJ dt \da) dt ~ ’ 

\ da / dt \ da ) dt 

Queste equazioni evidentemente corrispondono a quelle dei 
gruppi (5) e (6) rispettivamente. 


303. Determinare V effetto di una pìccola forza perturbatrice 
sopra un pendolo semplice cicloidale. 

Se s è la distanza in arco dell’ elemento dal punto più basso 
al tempo t , ponendo 


abbiamo, (Art. 108), 



/ 



per equazione del moto non perturbato. La sua soluzione è 


s = a sen ( nt 4 ò), 

dove a e b sono quantità costanti arbitrarie dipendenti dalla lun- 
ghezza dell’arco di vibrazione e dal tempo del passaggio pel punto 
più basso. 

ds 

La velocità al tempo t è — —na cos (nt + b). 

(IL 

Supporremo ora che f sia una piccola forza perturbatrice tan- 
genziale: 1’ equazione del moto è 


d*s 



-4 n-s = f. 


Supponiamo che la soluzione di questa equazione sia 


s — a sen (nt 4- b) 1 

a o b essendo considerate funzioni ignote di t , che si debbono 
ora determinare. 

Prendendo come una condizione, che la forma dell’ espressione 
per la velocità debba essere ancora la stessa; poiché 


ds . . * » da . , . , db 

— — na cos (nt 4- b) 4- - - sen (nt -\-b) a cos (nt 4- b) , 

(IL (IL ile 


II. 


10 
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. i . da , (lb 

abbiamo — sen (nt + b) a cos (nt -f b) — = 0 , 

at at 

che è la relaziono supposta tra a ab. 

ds 

Ancora, poiché — = «a cos (nt -j- b), 

fi L 

=— n 2 a aen(nt+b)+n~ co$(nt+b)—nasen(nt+b)y r 


dt 
d 2 s 


dt 


In questa sostituiamo per —, il suo valore dall’equazione del 

uv 

moto, ed abbiamo 

n — cos (nt 4 b) — na sen (nt + b)~ = f, 


dt 


dt 


che è la seconda equazione che lega a ab con t. 

Eliminando successivamente a ^ da queste, abbiamo 

dt dt 


da f 

“77 = - cos (nt + b) , 
dt n 


db f 

— = sen(w£ + b). 

dt na 


Se potessimo risolvere queste equazioni esattamente avremmo 
la determinazione completa del moto. In pochi casi ciò ò prati- 
cabile: dovunque avremo da applicare la ricerca un’approssima- 
zione è sufficiente. 

Supponiamo che f sia una molto piccola forza. Quindi le parti 
variabili di a ab sono dello stesso ordine di grandezza di /*, e 
possono essere trascurate nei secondi membri delle suddette e- 
quazioni se conveniamo di trascurare il quadrato e le potenze 
superiori di f. 

Per trovare l’alterazione nell’estensione della vibrazione elio 

f 

ha luogo in una oscillazione dobbiamo integrare - aos(nt + b) dt 

. n 

tra i limiti di t corrispondenti aduna oscillazione*, cioè, da un 
valore di t che dà nt+b=a al valore di t che dà nt+b=K+ a. Qui 
a può essere una quantità qualunque: in diversi casi troveremo 
conveniente di integrare tra limiti diversi. 

, Quindi , V accrescimento dell’ arco della semi-vibrazione 
1 [ 

= -I /‘cos (nt+b)dt tra i limiti sopra menzionati. 

Per trovare V alterazione nel tempo dell’ oscillazione , siano 
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T, T' i valori di t in duo successivi arrivi del pendolo nel punto 
più basso; B, B r i valori di b in questi tempi. Allora 

ni T + B — mz, nT' + B ' — (m -f 1) ir ; 

onde n{T'-T)-\-B' * 

v- r=- 

n n 

[*' db 1 f*' 

Ora B' — B = dt = / f sen ( nt -f b) di : 

i j dt naj j 


quindi l’ accrescimento del tempo dell’oscillazione 

1 [r 

— — | / , sen(n/ 4- ò) rft, 
w 2 a; j 

od il proporzionato accrescimento del tempo dell’ oscillazione 

1 [T' 

= — / f sen (nt -f b) dt. 
x znaj j 

Se le circostanze sono tali da dover integrare per due vibra- 
zioni, allora il proporzionato accrescimento del tempo dell’oscil- 
lazione 

= — [ f sen {nt + b) dt. 

2 znaj 

304. Queste forinole sono convenienti quando f si può espri- 
mere in termini di t. Se però f è espresso in termini di s, come 
è il caso particolarmente negli scappamenti dell’orologio, dob- 
biamo modificare le forinole: così 


da _da dt __ 1 da ^ f 

ds ~~ dt ds nacos{nt -f ò) dt n?a’ 


db 


db 


e 


ds na cos {nt + b) dt 

f 


f 


s 


-*-5 tan {nt -f b) = 5—, - . . 

n l a l n-ar \l{a t ~s 1 ) 


Quindi, V accrescimento dell' arco della semi -vibrazione c 


1 

n l a 
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il proporzionato accrescimento del tempo della vibrazione 

fsds 


__ 1 f 8 fst 

~~ zn- a 1 J _ s (a 2 


s*y 


I limiti dovrebbero a rigore essere — s ed s', dove $' deferisce 
da s per una quantità che dipende dal cambiamento nell’ arco di 
vibrazione: ma possiamo trascurare questa differenza tra s ed s', 
poiché i termini in cui essi si trovano sono piccoli. 

305. Invece di vibrare in una cicloide, vibri il pendolo in un 
circolo. 

Qui la forza =#sen y — — prossimamente ; 1 


onde 


(J 


(jw 


f= w s3 = W sen!>(nt + l):i 

quindi il proporzionato accrescimento nel tempo della vibrazione 

• = S/ sen * (wi+6)<M - 

Ora j sen* ( nt+b)dt = ~j {3—4 cos 2 (nt+b) +cos 4 (nt+b)\dt 

= J { 3 $ — - sen 2 {ni 4 - b) 4 - sen 4 (nt 4 h)j 4 C 
81 n 4 n ) 

3 71 


4 n 


= 3 - , da nt 4 & = 0 a z: 
o n 

quindi il proporzionato accrescimento del tempo 


— — _l l l_ poiché ri 1 — - 

16w 2 P 16 l 2 1 r 

L’accrescimento dell’arco di vibrazione 


l iw 


— —p J cos (nt 4 b) sen" (nt 4 b) 


dt 


0 ci' ] 


= — sen 4 (nt 4 b) 4 C = 0 tra i limiti, 
24/ì“ /*’ 

come avremmo potuto facilmente prevedere. 


300. Supponiamo che l' attrito net punto di sospensione sia 
costante. 
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Sarà conveniente di prendere gl' integrali durante quel tempo 
in cui l’attrito agisce nella stessa direzione: cioè, dal principio 

di una vibrazione sino alla sua fine, o da nt-\-b——~~ ad nt-\-b= 

U Jj 

Qui /=— c, poiché l’attrito ritarda il moto; 

onde accrescimento dell’ arco = — - / cos (i ni -f V) dt 

nJ 

c 2 c 

= • sen (nt + 1) + C = , 

n 2 ' ma 


n • 


proporzionato accrescimento del tempo = — ~^Jsen(nf-{dj)dt 


~n 2 a 


cos (nt 4- b) 4- C = 0, tra i limiti. 


307. Supponiamo che la resistenza dell' aria produca una for- 
za che varia come Vm™ potenza della velocità o =kv m , m essendo 
un numero intero qualunque. 

La velocità nel muoversi dal punto più basso 

= na cos (nt 4- ò); onde f — — fai" 1 a m cos w (nt -}- b) ; 
quindi V accrescimento dell’arco 

= — kn m ~* a m f cos WH * f (nt + b) dt da nt 4- h — - ad * ~ 

J imi ÌU 

f m -9 m m(m- 2) ... 1 

= — kKn m 2 a m - — ~ (m dispari) 

(m+ l)(m- 1) ... 2 v 1 ' 

~ m(m— 2) ... 2 

— — 2 hn 1 2 a m - r— —= (m pan) . 

(m+ l)(w- 1) ... 3 v 1 7 

Quando ni— 2 (la legge comunemente presa) la diminuzione 

4 

dell* arco = - ha 2 , 
ó 

Il proporzionato accrescimento del tempo dell’ oscillazione 


— — ^ n m 1 a m cos m (nt 4- b) sen (nt 4- b) dt 

* 

WA-2 a m ~* 

— — cos™* 1 (nt 4- 6) 4- C — 0 tra i limiti, 

71 (m 4- 1 ) 

sia m un intero positivo 0 una frazione. 
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308. Supponiamo che la resistenza dell’ aria sìa espressa con 
una funzione qualunque della velocità. 

Qui /*— — c?(v) per il movimento nella direzione positiva: e l’ac- 
crescimento dell’ arco di vibrazione 


da v-0 a v=0 di nuovo. Ma si devo osservare che da v=0 a v~na 
(cioè, da s=—ci ad s= 0) il radicale deve essere preso col segno 
negativo, perchè sen(w£+&) è allora negativo. L’accrescimento 
dell’ arco è per conseguenza 


Il proporzionato accrescimento del tempo della vibrazione 


Quindi una resistenza che è costante, o ohe dipendo dalla velo- 
cita non altera il tempo della vibrazione. 

309. Sia la resistenza quella prodotta da una corrente dì aria 
che si muove nel piano di vibrazione con una velocità V maggiore 
della massima velocità del pendolo : e che varia come il quadrato 
della loro velocità relativa. 

Qui f=y(p)=k(V—v) 2 quando il pendolo si muove nella dire- 
ziono della corrente, che supponiamo essere la direzione positiva 
di s; ed f=z(f(v)=Jc(V+v) 2 quando esso si muove nella direzione 
opposta. 

Per la forinola nell’ultimo Esempio, quando il pendolo si muo- 
vo nella direzione della corrente, l’arco si accresce di 


JL^ 

n 3 a 



sen ( nt + h) 


cos (ni + h) , 
7 —: — dv 


n 3 aJ (n 2 a 2 


dv 



V (n 2 a 2 — v 2 ) n 3 aJ na <J (n 2 ci 2 — v 2 ) * 


ve? (v) dv 


e quindi vi è una 




— à (v) = 0 da v = 0 a v = 0. 
R# a 2 T 



e quando esso ritorna l’arco diminuisce di 
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La diminuzione nelle due vibrazioni = 


2 k Var, 
n 


nalterato. 


Il tempo è i- 


310. Una forza F agisca per uno spazio molto piccolo x alla 
distanza c dal punto più basso. 

I rc+x p> x 

L’accrescimento dell’arco =~-r- f Fds=—r prossimamente. 

n*aj c n-a 

Il proporzionato accrescimento del tempo della vibrazione 

__ 1 f c+ x Fsds ' 

~ tji 2 a 2 J c (a 2 - s 2 ) * 

Se il valore generale dell’ integrale è 9 ( 0 ), allora il proporzio- 
nato accrescimento del tempo 

= 9 (c + x) - 9 (c) = 9 ' ( c)x 

Fx c 
ku 2 a 2 (a 2 — c 2 )’ 

Se quindi è dato un impulso quando il pendolo è al suo punto 
più basso, c — 0 ed il tempo della vibrazione è inalterato. 


311. Determinare il moto di un proiettile in un mezzo uniforme 
la resistenza essendo come il quadrato della velocità. 

Qui come sopra (Art. 219), 


d 2 x 

di 2 

dry 
di 2 


, „ dx , ds dx 

Jcv 2 — = — Jc 

ds dt dt 


[ 


_ -k - ,hJ - 1 

0 ds ~ 9 K di dt 


\ 



Ora se &=(), abbiamo evidentemente 


x — a + mt 
y = b + nt-^g't 2 

in cui a } b sono le coordinate del punto di proiezione, od m } n le 
velocità iniziali orizzontale 0 verticale. 

Ora supponendo che (2) sia la soluzione di (l), « , b , m ed n 



I 
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essendo ora funzioni di t , abbiamo 

# 

dx 


dt 


= m, 


s— * 


in tutte e due le orbito; quindi 


Inoltre 


da , dm 
— + t — = 0 
dt dt 

db , dn 
dt +t di 


rto 

ai~'t 1 m * + ( » - r/'O 2 ! . 


( 0 ). 


e le equazioni (1) diventano 
d 2 x dm 
’dfi := ~dt 


— km yj j m l +■ (n — g't ) 2 j , 


d~u dn 

7iT + !/ ' = di = ~ lc V ' l) ^ i m * + ~ °' l> ‘ ì 


( 4 ); 


dt 

e (o) diviene 


= Jcmt j m 2 + (n — g't) 2 \ 


da 

di 

(77 = k _ ,j t) 1 ^ i m ‘ l + ( >l ~ ! 


(5). 


Le ultime quattro equazioni bastano per determinare 
in termini di t , e quindi l’orbita istantanea. Per una prima ap- 
prossimazione, possiamo a motivo dell’ osservazione nell’Art. 300 
integrare queste equazioni nella supposizione che il secondo 
membro di ciascuna sia variabile solamente in quanto esso con- 
tiene esplicitamente t. 

Ora le equazioni (2) mostrano che il lato retto della parabola 

istantanea è — — ; e siccome — — è negativo, per (4), vediamo che 
g' dt 

il lato retto diminuisce continuamente. 

Inoltre dalle equazioni (2), 

( mn\ 2 2m 2 ( 7 n 2 \ 

V~ a -T) 
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Questo dà per le coordinate del fuoco dell’ orbita istantanea 


mn 


x' = a+ , 
9 


y' = &■+ 


n 


2 _ 


mr 


2 g 9 


da 


Se si differenziano queste espressioni e si eliminano — , etc. 

dx' . . 

per mezzo di (4) e (5), si vedrà che — è negativo, o sia l’asse 

dell’orbita istantanea si muove indietro, finche l’elemento giun- 
ge al vertice; dopo di che esso si avanza pel resto del moto; inol- 
dxf . » 

tre che — è positivo se m>n ì cioè, il fuoco dell’ orbita istanta- 

(IL 

nea si muove in su mentre la direzione del moto dell’ elemento 
fa con l’orizzonte un angolo minore di 45°, cioè mentre l’ele- 
mento è al di sopra del lato retto dell’orbita istantanea. 

312. Un elemento , che si muove intorno ad un centro di forza 
di cui V intensità è inversamente come il quadrato della distanza, 
è soggetto ad una piccola forza perturbatrice nel suo piano del 
movimento ; investigare il cambiamento nella forma e nella posi- 
zione dell* orbita. 

Si risolva la forza perturbatrice in due, 9 e (}j, l’una secondo 
il raggio vettore e l’ altra perpendicolare ad esso; le equazion 
del moto sono 


d*r (db Y u 

W r \dt) “ r°- + 

dt V dtj 

Ora le soluzioni di queste equazioni sono 


IV? 
r 


( 1 ). 


❖ 


f = p 1 1 +ecos(9-n) ! 

,d0 , 

' di = h 


( 2 ), 


se omettiamo le forze 9 e Quando consideriamo il loro effetto, 
allora le quantità ft, c e a si debbono considerare variabili. . 

Ma nell’ orbita istantanea la velocità e la direzione del moto 
II. 11 
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sono le stesse come nell’ orbita attuale, e quindi se si differenzia 

(Ir dO 

(2), considerando 7/, e, c ct variabili, i risultati per r, — , e — 

(IL (il 

debbono essere della stessa forma come se le forze perturbatrici 
non avessero agito. Questo ci abiliterà ad evitare i secondi coef- 
ficienti differenziali di /*, c e cs; e la sostituzione dei loro valori 
dr d 2 r d() . . 

per — , — , e — m (1), ci darà tre equazioni per 

(Il Cll di 


dii de dzz 

dt' di' Ut' 


Le espressioni di queste quantità sono complicate e cosi non le 
diamo. Esse si troveranno più facilmente nei casi particolari, 
quando sono date cp e ty. 

Nel caso che l’orbita è un’ellisse, li*= \ì.a{l— e 2 ), sicché abbia- 
mo con la sostituzione 

da de d~ 

di’ Jt ,e lì' 

Ed il secondo integrale della seconda delle equazioni (1) contiene 
£ o l’epoca, la quale ancora si troverà così come una funzione di i. 

* 

313. Se vogliamo il cambiamento prodotto nella forma c nella 
posizione di un’ orbita da un leggiero cambiamento fatto nella 
velocità, o nella direzione del moto, etc. in qualche punto parti- 
colare, dobbiamo esprimere separatamente ciascuno degli ele : 
menti dell’orbita in termini della quantità da mutarsi; allora 
prendendo i differenziali dei due membri, abbiamo il richiesto 
cambiamento di valore. 

Così, abbiamo generalmente in un’orbita ellittica 

= Art. 137 (9). 

Nell’estremità dell’asse maggiore più lontana dal fuoco questa 
diviene 

vi _ I* x _zl 

a 1 -f e 

Ora se in questo punto Fsi fa F-fSF, senza cambiamento di 
direzione, abbiamo la condizione che nella nuova orbita «(1-f-e) 
dovrà avere lo stesso valore come nell’antica; poiché questa sarà 
sempre la distanza apsidale. 
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Quindi 


e 

onde 

o 


E 


. 3(r 2 ) = s 



5 j a(l -f e) j = 0 ; 


2757= 


;jl 5c 

1 T 6 


4 



57. 



che determina l’accrescimento dell’asse maggiore e la diminu- 
zione dell’eccentricità, e lo stesso metodo è applicabile a casi più 
complicati. 

Ancora, nel caso di un’orbita parabolica, come nel Cap. IV, 
& fucile vedere che un cambiamento nella grandezza delia velo- 
cità sposta il fuoco nella linea che lo congiunge col punto di pro- 
iezione per uno spazio 

757 


innalza la direttrice per uno spazio eguale, ed accresce il lato 
retto di 

4757 . 

cos 2 a, 

0 


dove a ò r inclinazione della traiettoria all’ orizzonto nell’istante 
dell’urto. 


Se si cambia solamente la direzione del moto, hi direttrice è 
inalterata, il fuoco si muove in una direzione perpendicolare alla 
linea che lo congiunge col punto di proiezione, ed il lato retto è 
diminuito della quantità 


472 

sen a cosa 5a. 

9 

. Nell’ultimo caso la nuova orbita ancora intersega l’antica, e 
le tangenti all’ una ed all’altra nei due punti d’intersezione sono 
ad angoli retti tra loro; fìucliè lo spostamento 5a è infinitamente 
piccolo. 
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Questi risultati si possono estendere facilmente, come nel 
Cap. IV, deducendoli con la differenziazione dai risultati anali- 
tici ivi ottenuti. 

ESEMPII. 


U.C 

1 . Se una piccola velocità n — è impressa ad un pianeta, nella 

TC 

direzione del raggio vettore, mostrare clie 

de —ne sen (0 — 1 3), 


oc 2 — — n cos (0 — a). 


2 . Un satellite si muove intorno ad un pianeta sferico nel piano 
del suo equatore, ed in un orbita leggermente ellittica. Trovare 
il moto dell’ apside dovuto ad un uniforme giogo montuoso all’e- 
quatore. 


3 . La forza centrale variando come la distanza, la velocità di 

]mo 

un elemento è accresciuta di - quando esso si trova all’cstrc- 

n 

mità di uno dei diametri coniugati eguali della sua orbita. Mo- 

| mo n 

strare elio ciascun asse è accresciuto di — , e che l’ apside re- 


trocedo per un angolo 

. 1 ab 



4 . In qual punto di un’orbita ellittica descritta intorno al 
fuoco, si può fare un piccolo cambiamento nella direzione del 
moto senza alterare la posizione dell’ apside? 

Se 69 è questo cambiamento, mostrare che (nel caso supposto) 



OC 



5 . Mostrare che in un’orbita ellittica intorno al fuoco, se la 

l m0 

velocità si accresce di - quando l’anomalia vera è 0— cu: avremo 

n 

^ wscn(0 — cc) 

0:3 — 4 : » 

ae 


secondo che l’ elemento si muove verso l’ apside più vicino 0 in 
senso opposto. 
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G. Un elemento che si muove intorno ad un centro di forza nel 
fuoco, in un’ellisse di piccola eccentricità, riceve un piccolo im- 
pulso perpendicolare alla sua direzione del moto ad un istruito 
qualunque. Trovare l’ effetto nella posizione dell’apside. 

7. Ancora, se all’estremità dell’asse minore la velocità si ac- 

puo 

cresce di - , e la direziono si cambia in modo che li rimanda 

n 

lo stesso, trovare l’ alterazione nella forma o nella posizione del- 
l’ orbita. 1 

oa = 2 



8. Il primo termine della forza perturbatrice centrale sulla 
luna è — m 2 r, dove la forza centrale è mostrare che l’ angolo 
apsidale (l’orbita essendo prossimamente circolare) è 

* (l + 

dove — è un mese lunare medio. 
n 

9. Un elemento si muove in un circolo intorno ad un centro 
di forza come (Dist.)“ 2 . La forza assoluta del centro cresce leg- 
germente ed uniformemente. Determinare gli elementi appros- 
simati dell’orbita dopo un dato tempo. 

. 10. Un elemento si muove in un’orbita ellittica focale in un 

< » 4 

mezzo molto rado di cui la resistenza è come il quadrato della 
velocità; determinare l’ effetto della resistenza sul tempo pe- 
riodico. 

11. Un elemento è proiettato lungo un piano inclinato legger- 
mente scabro; trovare la traiettoria approssimata, e la velocità 
in ogni punto. 

12. Un punto descrive un circolo, l’accelerazione tendendo al 
centro e variando inversamente come il quadrato della distanza: 
se la velocità in un punto qualunque è accresciuto nel rapporto 
di J3 a \/2, trovare l’eccentricità della nuova orbita. 

13. Una nube sferica di piccole masse, la di cui attrazione 
scambievole è insensibile, e di cui le velocità sono molto piccolo, 


3 *»*\ 
n*J 


02) Pessimamente, 
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entra nella sfera d’azione del sole in modo da essere incorporata 
nei sistema solare. In qual modo si altererà la forma della nube 

mentre essa segue la sua approssimativamente parabolica orbita? 

% 

14. Un elemento che gira intorno ad un centro fisso al quale 
è attratto da una forza che varia inversamente come il quadrato 
della distanza è sollecitato da una piccola forza perturbatrice f 
nella direzione del raggio vettore: dimostrare che le variazioni 
dell’asse maggiore, dell’ eccentricità e dell’inclinazione della 
linea degli apsidi sono determinate dalle equazioni 


da 

dt 

de 
dt z 

dt 


^|]^rb)}v co3 (*- w) . 

j — ^ /'sen(0 - M), 

f cos (0 — io). 


1 («(1 - e 2 ))ì 


( 


15. Il ciondolo di nn pendolo semplice di lunghezza l è sollc- 
citato da una forza orizzontale =^pgco$nt y dove p è un numero 
‘ grande, ed In 2 ò grande in paragone di g\ mostrare che il peli* 
' dolo può .oscillare intorno a ciascuno dei due punti alla distanza 
a dal punto più basso con un’ amplitudine p dove 


« ln'~ 2 

cosa = 2 — -, 8 = - . 

<J1> 1 P 


Digitized by Google 


MOTO DI DUE 0 HÙ ELEMENTI . 


87 


CAPITOLO XII. 


Moto di due o più elementi. 


314. Avendo considerato in dettaglio i varii casi che possono 
darsi nel moto di un solo elemento assoggettato all’azione di forze 
qualunque, ed il di cui moto è libero, costretto, o con resisten- 
za, passiamo all’ investigazione di alcuni casi molto semplici in 
cui si considerano più elementi. Questi casi si divideranno na- 
turalmente in due serie; prima, quando gli elementi sono inte- 
ramente liberi, e sono soggetti alle loro attrazioni scambievoli 
come anche ad altre forze comuni impresse: ed in secondo luogo, 
quando vi sono inoltre delle forze che costringono il moto; tali 
come quando due o più degli elementi sono connessi per mezzo 
di lili inestensibili, etc. Consideriamo questi casi ordinatamente: 


I. Moto libero. 


315. Una immediata applicazione della terza legge del moto 
mostra che se due elementi si attraggono scambievolmente, essi 
esercitano l’ uno sull’altro forze eguali ed opposte, nella direzione 
della linea che li congiunge. 

Se quindi m ì m', sono le masse degli elementi, e la forza tra 
due unità di materia alla distanza D è <$'(2)), la forza comune ò 

uri rri c ?'(D). 


31 G. Un sistema di dementi liberi non è assoggettato ad altre 
forze che alle loro attrazioni scambievoli; investigare il moto del 
sistema. 


Siano, al tempo t, .r n , y n , z n le coordinate dell’ elemento di cui 
la massa ò m n , e-sia d(J)) la legge di attrazione. Esprima Jt r (/ la 
distanza tra gli elementi m p ed m q \ allora abbiamo per il movi- 
mento di m t , 


d~X'i ., ( // \ ^ \ 1 

>»i -jjT = - (i»n) — [ 


st = 1 ì m < 

’ d-z ( 

» -.. IL - v i 


m 


- V — V Ali r*' / y \ _J± L • 

1 • U n) t r n ) 


d n ^ 


Vn “ V\ \ 


dn ^ 

« 

^ i i. 

V 


( 1 ), 


( 3 ), 


con simili equazioni per ciascuno degli altri; le somme essendo 
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prose per tutto il sistema. Prima di fare alcun tentativo per la 
soluzione di queste equazioni, dobbiamo conoscere il loro nu- 
mero, e le leggi di attrazione tra le diverse coppie di elementi. 
Ma alcuni teoremi generali, indipendenti da questi dati, si pos- 
sono facilmente ottenere: sebbene non così semplicemente come 
nel Cap. II. 


^ — 

317. I. Conservazione della quantità yn moto. Nell’espressio- 

cT~x 

ne di , abbiamo un termine 

C( l 



ed. in m n - abbiamo 
v at l 


,, ^ -x 

m q m pV ‘ 

(J ' 1> 

Quindi se sommiamo insieme tutte le equazioni della forma (1) 
il risultato sarà ' 



Ora se x' , y\ z\ sono al tempo t le coordinato del centro d’i- 
nerzia di tutti gli elementi, Art. 52, 

« 

x' Zm = Z(mx), 
y’ 2m = Z{my), 
z' Zm = Z(mz), 

E le equazioni precedenti si possono scrivere, 
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Onde 


d*x' 
dt 2 
dhj' 
di 1 
&»' 
dt 2 


Sm = 0 
Sm = 0 
Sm = 0 


o 


I eZV 

di 2 

tfZ 2 


-0, 
= 0 , 
= 0 . 



Queste equazioni mostrano che la velocità del centro d’inerzia 
parallela a ciascuno degli assi coordinati rimane invariabile du- 
rante il moto, cioè, che il centro d'inerzia del sistema rimane in 
quiete, o si muove uniformemente in una linea retta Si vegoa 
V Art. 66. bo 

I valori di a, b, c si possono così determinare, 



Ora se la velocità iniziale di m ì è risolubile in u tì v tì u\ pa- 
rallele agli assi rispettivamente, e similmente per m 2 , etc. 

S ( mu ) 

a = — ^ — , e così per b , etc. 

318. II. Conservazione del momento della quantità di moto. 
Ancora, è evidente che se moltiplichiamo successivamente V e- 
quazione (1) per y lt e l’equazione (2) per x tì sottragghiamo, e 
prendiamo la somma di tutti questi resti per tutto il sistemi di 
equazioni delle formo (1) e (2), avremo 



Integrando una volta abbiamo 



H. 12 
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dove il primo membro è il momento della quantità di moto del 
sistema rispetto all’asse delle z. 

Ora se nel piano delle xy prendiamo p, 0, le coordinate polari 
della proiezione di m , 


x 


ày 

dt 




clù 

Ut' 


quindi 



Se a z è l’area descritta dal raggio vettore p nel piano delle xy, 

1 . dO da. 

2 ^ dt dt ■ 

e la nostra equazione integrata dà 

£ (ma.) =. A 3 t, 

nessuna costante essendo necessaria se conveniamo di contare a, 
dalla posizione di p al tempo 

Questa equazione mostra (essendo xy un piano qualunque) che . 
generalmente nel moto di un sistema libero di elementi, assog- 
gettati solamente alle loro attrazioni scambievoli, il momento 
della quantità di moto intorno ad ogni asse rimane costante; o, 
come si è solito dire non convenientemente, la somma dei imo- 
dotti delia massa di ciascun elemento del sistema, per V area de- 
scrìtta dal raggio vettore della sua proiezione sopra un piano 
qualunque, ed intorno ad un punto qualunque in quel piano, sarà 
proporzionale al tempo. Si vegga l’ Art. GG. 

Rappresentino a x , a y per i piani yz , xz quello stesso che a. 
rappresenta per xy, allora 

« 2 (ma x ) = A { t, 

£ (ma y ) = A 2 t. 

*** Il valore di questa quantità per un piano, di cui la normale 
ha i coseni di direzione X, p., v, sarà 

(X4, + pA t + vA 3 ) t, 

e sarà un massimo se 

XA, -j- pAg -}- vA 5 è tale, 
avendo l’equazione di condizione 


X 2 -1- pi 2 + v 2 = 1 . 

Quest0 dà supponiamo ’ 
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con simili valori per {jl e v; ed il valore del prodotto per il piano 
così trovato è evidentemente At> 

Quindi, vediamo ancora, che, come è evidente da quello che 
sopra si è stabilito, l'asse intorno al quale il momento della 
quantità dì moto è massimo rimane parallelo a se stesso, o, co- 
me comunemente si dice, il piano pel gitale la §omma dei pro- 
dotti delle masse degli elementi per le aree in forma di settori de- 
scritte dai raggi vettori delle loro proiezioni è un massimo , è un 
piano fisso o parallelo ad un piano fisso durante il moto . Esso è 
stato chiamato perciò il Viano Invariabile. 


819. III. Conservazione dell’energia. Si moltiplichi 
,, , dx. . • dtjy ... dz , 

(1 >P er dT> (2) p 61 ' ~Jt - ^P° r 7» ; 


e, trattando similmente tutte le altre equazioni, si sommino 
tutte insieme. 

Consideriamo il risultato riguardo al termine del secondo 
membro che contiene il prodotto m p m fr 

Scritto per esteso esso è 


m p m q?'(p r q ) (/ x dx% + (X - 

r I ' y *P' c Jt ^ ^ P 


r 

pq 




dx 

~dt 


4- simili termini in y e *■; 
• • 


e la porzione in parentesi è eguale a 


i 


(l 


l 


0, 


quindi 


— (Xq-Xp) 4- simili termini in 

d . . 

v* q gì (p r q)' 

&& ÙV,\) 

\ \dt dt 2 dt dt- di dt 2 / ) 

v ( ,, d ) 

= 7- »v*V? W W f ; 


quindi, con l’integrazione, 

\ £ ( mv 2 ) = C - £ j»y», 9 (,/,)}• ■ 

E prendendo questo integrale tra i limiti, vediamo che, il cam- 
biamento nell ’ Energia Cinetica del sistema in un tempo guaimi- 
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que dipende solamente dalle distanze relative degli elementi nel 
principio e nella fine di quel tempo, Art. 72. 

320. Tanto basti per il caso di più elementi. Gli esempii più 
semplici si troveranno naturalmente nel caso di due soli elemen- 
ti, ed a questo limiteremo la nostra attenzione; giacche, quando 
se ne considerano tre o più, il problema non ammette esatta so- 
luzione, e nelle due applicazioni più importanti che sono state 
fatte di esso, cioè alla Teoria Lunare ed alla Planetaria, si irova 
che un metodo distinto di approssimazione è richiesto per cia- 
scuna. 

Poiché l’accelerazione del centro d’inerzia è zero, ne segue 
che il moto di ciascun elemento rispetto a quel punto è lo stesso 
come se il secondo fosse in quiete. Ancora, se applichiamo a cia- 
scun elemento del sistema un’ accelerazione eguale ed opposta a 
quella di uno qualunque di essi, questo sarà ridotto in quiete, 
ed il moto relativo degli altri intorno ad esso non sarà mutato. 
Quindi, se ve ne sono solamente due, vediamo che il moto rela- 
tivo di uno rispetto all’ altro sarà lo stesso come se la somma 
delle masse si sostituisse per la seconda. 


321. Bue elementi , che si muovono inizialmente con date velo- 
cità nella stessa linea retta, non sono soggetti ad altre forze clic 
alla loro attrazione scambievole che è inversamente come il qua- 
drato della distanza; determinare il moto. 

Il moto sarà evidentemente confinato alla linea retta. Siano 
m, m! le masse degli elementi valutate nell’ipotesi che l’unità di 
massa eserciti l’unità di forza all'unità di distanza; x, x' le loro 
distanze ad un tempo qualunque t da un punto fisso nella linea 
del moto, allora 


m 


m 


d 2 x 

di* 

d*x’ 


mm 


( x r — xf 


mm 


(1). 


di* (x'—xf 

Quindi, se x t è la coordinata del centro di gravità al tempo /, 

d 2 x d-x' d 2 x . . 

m -r^r -f m -rzr = (w + m) = 0 , 


dt* 

dx 


di 2 


di 2 


, dx' . dx , 

m Ht +m !u= {m + m) -W 

= mV 4 - m'V r , 

se V e V sono le velocità iniziali. 


C 
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Integrando di nuovo, 

mx -j- m'x' = (m 4- m’) x ì = {mV 4- m’V’) 1 4- C 

— (mV 4- m’V') t 4- ma 4- m’a! (2), 


se a, a' dinotano le posizioni iniziali degli elementi. 

Ancora, dalle equazioni (1), 

d 2 ( x' - x) _ m 4- m' 
di 2 {x' — x ) 2 * 

dalla quale, moltiplicando per m o m ' , vediamo che il moto rela- 
tivo è lo stesso come se un elemento si movesse verso la somma 
delle masse riunite nell’altro, la posizione di quell’ altro essendo 
considerata fissa. 

Integrando una volta, abbiamo 


A 2=0, questo è 


n , n m + m! 

) t . i — C h 2 — 7 

[ di ) x — x 


(V - vy - c + 2 -,- + m ' 


a — a 


ed, eliminando C, 


\d (x'-x)\* 

\ ~diT\ 


= (7' - vy- + 2 (»1 + to') 



a 


— a) 


...(3). 


Questa è della forma 


( 




onde 


/’ \/co 0 

J \/ (A 4: 


\kù diti 

(A + J5to) 


che si può integrare ponendo i o = y-. L’integrale sarà circolare 
o logaritmico secondo che B è negativo o positivo. Così abbiamo 
x'—x in termini di 2, e siccome conosciamo inoltre mx-\-m'x' (2), 
il moto è completamente determinato. 

Se nell’ istante della proiezione 




2 (m 4- m') 




la forinola (3) diviene 


a' — a 
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V i x ' ~~ x ) ~~ff / — “ = ì Vi ^ ( w * 4* fl»') j , 

? (a' - a:) 2 = c + yj I 2 (m + m r ) \ t, 

o 

a («' ~ «)■* = 6’ , 
o 

ed il moto è completamente determinato. 


322. Vi è nn altro metodo di trattare questo problema. Sup- 
poniamo che, invece di determinare il moto relativo degli ele- 
menti, consideriamo quello di ciascuno relativamente al comune 
centro d’inerzia. La distanza di m dal centro d’ inerzia è 

mx + m’x' m'ix' — x) 

x. — x — , — x — ; 

1 m 4- m m 4- m 

e troviamo facilmente da (1), 

• , / d-x' __ min' m' 2 

m \W ~dFJ Z= ~ (: X'-X )* ~ (X‘ - X)- ' 

Quindi, per il moto relativo di m e del centro d’inerzia, 

d 2 (.r , — x ) mm' 

m dt 2 " ~ (x' - x ) 1 

mm' 7, 

— (m 4- w') 2 (x t — x) 1 ' 

da cui x x — x si può determinare, in termini finiti circolari o lo- 
garitmici, come sopra. 


323. Bue elementi, proiettati comunque, sono sollecitati sola- 
mente dalla loro attrazione scambievole, mostrare che la linea 
che li congiunge è sempre parallela ad un piano fisso. [Questo 
ò chiaro dall’ Art. 26]. 

Se m ed m! sono gli elementi, x ì y ì z, x\ y\ z\ le loro coor- 
dinate al tempo r la loro distanza, ePl’ attrazione scambie- 
vole, abbiamo lo seguenti equazioni, 


d 2 x 


— x' — x d 2 x' x — x' 
m - — = P , w -r^r — I 


dtr r ’ dt* r 
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con simili espressioni per le altre coordinate; quindi 
d 2 (oc! — x ) d 2 ( y' — y) d 2 (z 1 — #) 


di 1 


di* 


df- 


x' — x 


ed integrando, 


y -y 


z' — z 


» . 


con due altre simili equazioni. Quindi 
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C\ (z' -z) + C 2 (y' -y) J rC i (x' -x)-0. 

« 

Quindi la linea che congiunge gli elementi ò sempre parallela 
al piano i di cui coseni di direzione sono C . ,, C 2i C 3 . Questo cor- 
risponde all’ Art. 318. 

Inoltre è evidente che il moto degli elementi 1‘ uno rispetto 
all’ altro in un piano parallelo a questo è lo stesso come se il pia- 
no fosse in quiete (Art. 320). 

Dalle proposizioni precedenti ciò che segue è un’evidente de- 
duzione. 

Il centro d’inerzia dei due elementi è in quiete solamente 
quando le velocità iniziali sono zero, o pure quando le direzioni 
della proiezione sono le stesse o parallele, e le quantità di moto 
eguali ed opposte. 

Il piano del moto relativo sarà in quiete solamente quando le 
direzioni iniziali giacciono in un piano. 

Se la forza è inversamente come il quadrato della distanza, le 
orbite relative degli elementi l’uno intorno all’altro, e quindi 
(Art. 27) intorno al loro centro d’inerzia, saranno sezioni coni- 
che intorno ad un fuoco. 

E inutile di proseguire ciò davantaggio, giacche i risultati 
precedenti ci abilitano a ridurre il problema a casi trattati nei 
capitoli precedenti. 


324. Due elementi nello spazio si muovono sotto V azione di 
date forze } come anche delle loto scambievoli attrazioni; determi- 
nare il moto . 

Prendendo la stessa notazione come nell’Art. 323, se X , Y, Z, 
X ' , X', Z' sono le parti risolute delle forze date sull’unità di 
massa, abbiamo 


d*x _ x' — x 


m — = P 

dr- 


r 


,d 2 x’ Tì % — x' 
-fwiA, m’— = P + 


di 2 r 


m'X', 
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con simili equazioni per le altre coordinate. 


Quindi, 


d 2 (x' — x) 
di' 1 


m + m’ 
mm' 


P- — - + X'-X, 
r 


e così di seguito. Così vediamo che il moto relativo intorno ad 
m si troverà applicando a tutti e due gli elementi (in direzioni 
opposte) le forze all* azione delle quali m è assoggettato. 

Inoltre, se x x , y Xì z t sono le coordinate del centro d’inerzia, 
troviamo, da ciò che precede, tre equazioni della forma 


. d-x . d*x . d 2 x' __ , v . 

(m + m)~=m — + m W =mX + mX, 

le quali mostrano che il movimento del centro d'inerzia c lo stesso 
come se gli elementi fossero riuniti in un solo, e sollecitati dall in- 
sieme delle forze proposte. 


i 


II. Moto non lìbero. 

325. Del moto non libero degli elementi, possiamo solamente 
prendere esempii particolari, ma vi sono alcune considerazioni 
generali che meritano attenzione. 

Se due elementi sono connessi da un filo inestensibile, il solo 
effetto si è d’ impendire che la loro distanza relativa diventi mag- 
giore della sua propria lunghezza. Se introduciamo una forza 
ignota T , per la tensione del filo, si possono scrivere le equazioni 
del moto, e la condizione che la distanza degli elementi sia eguale 
ad una data quantità ci darà un’equazione addizionale, che ci 
abilita ad eliminare, o a trovare il valore di questa forza ignota. 
Se ad un tempo qualunque il valore di T così trovato diviene 
eguale a zero, il moto degli elementi si può investigare da quel 
momento ili poi come se essi fossero liberi, finché i valori delle 
coordinate mostrino che il filo incomincerà a esser teso di nuovo. 
In un tal caso, se le loro velocità risolute secondo la linea che li 
congiunge non sono eguali, avrà luogo un urto, i di cui effetti 
debbono essere investigati con i metodi del Gap. X. 

Quando gli elementi sono connessi da una verga rigida senza 
massa, abbiamo una reazione ignota nella direzione della verga; 
e, per determinarla, abbiamo la condizione geometrica che la di- 
stanza tra gli elementi è costante. 

Se vi sono più di due elementi attaccati alla verga, essa può 
esercitare una forza trasversale; ma i casi di questa natura ap- 
partengono più propriamente alla Dinamica di un Corpo Rigido; 
e perciò omettiamo ogni considerazione di essi. 


ì 
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•32G. Bue elementi , congiunti V uno all' altro per mezzo di un 
filo inestensibile, sono proiettati con date velocità nello spazio; 
determinare il moto. 

Possiamo senza perdita di generalità considerare che la distan- 
za tra gli elementi nell’istante della proiezione, sia eguale alla 
lunghezza del Ilio. Se le loro velocità sono interamente perpen- 
dicolari alla sua direzione, o se le loro parti risolute secondo di 
essa sono eguali e nella stessa direzione, non vi sarà alcun urto. 
Altrimenti, si supponga che le nlasse m ed m ' abbiano le velocità 
v e v' parallele al filo nell’istante che è disteso. È evidente che 

1’ urto cambierà ciascuna di queste in — . Questa quindi 

m + m' 

ò determinata; così possiamo ora in aggiunta supporre le parti 
risolute delle velocità secondo il filo eguali tra loro. Siano x, y,z 7 
x',y',z', ad un tempo qualunque le coordinate degli elementi, 
allora, se a è la lunghezza del filo, 


m 


d°-x 

di* 


T 


X — X 


a 


, dV rn X ~ X ' 

m — — — T 

dt 2 a 


e così di seguito. 

Inoltre, (x r — x ) 2 -f (?/' — y) 1 + (.?' — z) 2 a-, 

che sono sette equazioni per trovare 1\ e le sei coordinato di m 
ed m' . Palla forma delle equazioni, o trattandole come nell’Art. 
.323, vediamo che il filo rimane parallelo ad un piano fisso, che 
il centro d’inerzia si muovo uniformemente in una linea retta, e 
che il moto degli elementi l’uno intorno all’altro ed intorno al 
centro d’inerzia è lo stesso come se quel punto fosse in quiete. 
Quindi, gli elementi girano con velocità angolare uniforme, e la 
tensione del filo è costante. Dalle equazioni precedenti 


T~ 


mm 


y> 


dove 




m 4- m a 

-*n* , (<%' - v ){- , (<*(*' -*01* 

+ ì JT~) + )—dT~) 


] 


è la velocità relativa. Lo stesso risultato si potrebbe ottenere 
facilmente usando l’ultima forinola nell’ Art. 130 se consideria- 

m' V 

mo che la velocità di m relativa al centro d’ inerzia è che 

m+m 

il raggio del circolo che esso descrive intorno a quel punto è 
y o che T è la forza che lo mantiene in quel circolo. 

m+m 


TI. 


I o 


% 
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327. Due elementi, congiunti da un filo inestensibile clic passa 
su di una pìccola carrucola levigata , si muove sotto razione della 
gravità ; determinare il moto. 

Questo fu in parte anticipato nell’ Art. 325. Siano m,m' lo 
masse, e dinotino x, x ' le distanze dalla carrucola al tempo t. Al- 
lora se T è la tensione del filo (da per tutto la stessa essendo la 
carrucola levigata), abbiamo 

d*x 

i, 


, d 2 x' , 

m — -j- z= m y- T. 


Ma x 4- x' — lunghezza del filo — a supponiamo. Quindi suppo- 
nendo m > m' , 


d 2 x 

(m + w') -- 2 - = (w - m') g 



Questa equazione determina completamente il moto. Inoltre, 
se eliminiamo x ed x r , abbiamo 

T- 2,Um ' a 
m + m' * ’ 

ed essa ò perciò costante. 

Questo è uno dei casi in cui i risultati teoretici si possono 
comprovare con l’attuale esperimento con considerevole accura- 
tezza. E fu di questa combinazione, con molte delicato precau- 
zioni contro l’attrito, etc. che Atwood fece uso per la verifica- 
zione delle leggi del moto. 

Vediamo, per esempio, dall’equazione (1), che possiamo facil- 
mente tenere m-\ -mi costante mentre m— m'ha un valore qualun- 
que, e così misurando le accelerazioni prodotte, trovare se esso 
sono, nella stessa massa, proporzionali alle forze che producono 
il moto. Ancora, tenendo m—m' costante, m+m' si può variare a 
piacere. Quindi con questo procedimento si può provare la secon- 
da legge del moto. Si vegga l’Art. 02. Ancora se, mentre le 
masse sono in moto, una porzione è subitaneamente tolta dalla 
maggiore sicché esse rimangano eguali, (1) ci mostra che l’os- 
servazione ci abiliterà a provare la prima legge del moto. 


328. Invece di due masse, connesse da un filo, supponiamo 
che una catena flessibile ed uniforme di lunghezza 2 a sia sospesa 
dalla carrucola; allora se x ò la lunghezza che pende da una parte 
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al tempo t , vi sarà 2 a-x dall'altra, e la differenza 

2 (x — a ) , 

è la porzione il di cui peso accelera il moto. Quindi, p. essendo 
la massa della catena per l’unità di lunghezza, abbiamo 

dH 


2iui 


clP 


- 2 W («-<*); 


che dà 


x 


JU -J n -t 

a ~ Àe' + Be Va 


Se la catena fosse inizialmente in quiete, una porzione a + b 
essendo da una parte della carrucola, 

b = A + Z>\ 

0 = A - B\ 


onde 


b ( \a l - Vi M 

x — a ~ - \e + e / . 


Questo è vero finché #=2a, cioè, finché la catena lascia la car- 
rucola; il valore di t in quell' istante essendo t ù9 abbiamo 

jf ,g 

2 a \a° ~Va° 

T = e +e 


c quindi 




9 
3 ci 


Se, per esempio, b = — , cioè se le porzioni della catena l'os- 

soro inizialmente come 4:1, 

• ' 

. ,l“l " 

<o = \M° g S. 

* y 

« 

329. Un demento, di massa m, è sospeso da una pìccola car- 
rucola, e V altro estremo del filo è legato ad una massa m' che 
giace sopra un piano orizzontale levigato; determinare il moto. 

Sia a la lunghezza del filo, allora è evidente che se 6 è l’al- 
tezza della carrucola sopra il piano, 0 l’angolo che il filo attaccato 
ad m' fa con la verticale, ed x la distanza di m dalla carrucola, 
dobbiamo avere 

b 


x -f- — ■ — . — a 
cosO 


0 ). 
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Inoltre, se T è la tensione del filo, le equazioni del moto sono 


è 


d-x 

m = mg - T 


, d 1 (b tan 0) 

■in — = — 7'senO 

di 1 



Queste saranno sufficienti per la determinazione del moto, e 
della tensione del filo; a meno die TcosO non divenisse maggiore 
di m , g ì nel qual caso la massa m' sarà tolta dal piano, ed invece 
dell’ultima delle equazioni (2) dobbiamo avere due equazioni per 
la determinazione del suo moto. 


330. Due dementi, m, m', connessi da una verga rigida, sono 
costretti a muoversi rispettivamente sopra due linee rette in un 
piano verticale, inclinate sotto gli angoli a, a! alla verticale; de- 
terminare il moto , e trovare il tempo di una piccola oscillazione 
intorno alla posizione di equilibrio . 

Sia 0 l’inclinazione della verga alla verticale al tempo f, 'V la 
sua tensione, 72, li le reazioni delle linee, x , x' le distanze degli 
elementi dal punto d’intersezione delle linee, ed a la lunghezza 
della verga. 

* d~x 

Allora, ' m — mg cosa T cos(0 -fi a ) j 


m' = mucosa' — T cos (0 — a') 


( 1 ). 


\ 

li — mg sena 4 7 T sen (0 4- a.) / 
li' = m'g sen a' 4 T sen (0 — a') j 


x = x' cos (a 4- a') — a cos (0 4 a ) j 

, (3). 

x’ — x cos (a 4- a ) 4 a cos (0 — a') ) 

Queste sei equazioni danno x , 7?, 77', T e 0 in termini di /. 

e così teoreticamente completano la soluzione. 


331. Per il tempo di lina piccola oscillazione, dobbiamo prima 
trovare la posizione di equilibrio. Questa si otterrà, natural- 
mente, eguagliando a zero i secondi membri delle equazioni (1). 
(Art. 63). Corrispondano a",, aq' a questa posizione, e sia 

x~x\ 4 £, , Jf = */ 4- 5', 
dove ce;' sono infinitamente piccole. 
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Eliminando T dalie equazioni (1), e sostituendo per 0 in ter 
mini di x ed x’ per mezzo di (3), abbiamo, ponendo (J-s-a+a', 


m 


( d-x \ , / dV \ . 

i ^cosa j(x — xcosj)-m y—-gcosoL)(x--xcos$)=0. 


x 2 4- x' 2 — 2xx r cos p = a 2 ; 
dalla quale, trascurando le quantità del secondo ordine, vcdin- 


mo che 

*,l + *,'5' - ■ 

i;xg 4- xf$) cos g = 

onde 

%' = 

K x t — ir/cos^ 
’ x t cos£ — x x r 


Quindi, eliminando #, x\ e da questo equazioni, abbiamo 
f (1*1 \ \ , 0 yf X i~ X \ COSp r \) 

w W -t*»*)?' ~ x ' cos ?+% 1 13i M,'- cas ‘V i 

aqcos p — ir, / 

( , n r ( 1 sr,-;r'cos3 \) 

Xl - ir, C 0 s£ + £ ( 1 g ; cos £ li - 0. 

I 1 \ x x cos p — a?, / J 

Ritenendo solamente i termini del primo ordino in E, poiché 
i termini che non contengono £ o i suoi coefficienti differenziali 
debbono evidentemente svanire da sè stessi, abbiamo 


7-> V 

(re 


\m (x r — x cos£) 2 4- m* (x A — xf cos p) 2 | - 7 

4* (j scn 2 g (?«#, cos a 4 ni xf cos ab 4 — 0, 
un’equazione della forma 

■ Y »>?=«; 


(II* 


2t: 


cd il tempo dell’oscillazione è — . Art. 110. 

Y Y 11 vj, 1 

332. Bue elementi pesanti, m cd m', sono legali in punii di- 
versi ad un filo inestensibile , di cui una delle estremità è fissa. 
Se il sistema è spostato, determinare il molo. 

Si prendano gli assi dello x ed y orizzontali, c quello delle z 
verticalmente in giù, l’estremità del filo essendo l’origine. 
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Siano rz, a' le lunghezze delle porzioni del filo, 0, 6' gli angoli 
che esse fanno con la verticale, 9, 9' gli angoli che i piani ver- 
ticali condotti per esse al tempo t fanno col piano delle xz. Sia- 
no a*, ?/, z, x\ y' , z\ lo coordinate degli elementi e T , T' le ten- 
sioni dei fili. 

d*-x 


Allora m 


di 2 
àhj 


— T sen 0 cos 9 4- sen 0' cos 9', 


m -rr- = — TsenO sen 9 4- T'scn O'sen 
di 1 


m ~~ — mg — Tcos 0 4- V cos 0', 
di” 


dV 


m 


= — T' sen 0' cos 9', 


m - 7 ‘ - -- — sen 0' sen 9', 
dr 


,70 


m' = m'y - T' cos 0'. 
di” 


Oltre di queste, abbiamo le sei equazioni pera’, ?/, z, x\ //, z 
in termini di a, a' , 0, 9, 0', 9'; in tutto, dodici equazioni per la 
determinazione delle dodici quantità ignote in termini di t . 


333. Queste equazioni si semplificheranno di molto se consi- 
deriamo che gli spostamenti siano in un piano, poiché il moto 
sarà evidentemente confinato in quel piano. Con questo mezzo ci 
liberiamo immediatamente di y, ?/, 9 e 9'. Una maggiore sem- 
plificazione ancora si otterrà prendendo inoltre la condizione che 
0 e 0' siano così piccoli, che i loro quadrati e le potenze. superiori 
si possano trascurare. Con questo le nostre equazioni diventano 


m ~ = - n + rv, ) 

m T+ T, ( 

ar 1 


d-r' 

m — t = - r 0 , 


•> 


I ” * / n 1 . 

'de ~ 0 ' T • 


) 
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E, con unti sufficiente approssimazione, 

x = «0 , 
x' — «0 -f u'O', 
z — a 


z’ = a -p a'. 

Quindi, T' — m'y , c T = (m -f m') y, 

( m 

ma—j— = — (m -p m r )g^ -p m'gv', 

(.( L 

i 

, / m , <i-v\ 
m [ a ^ + a ì?) = 

Introducendo un moltiplicatore indeterminato, e sommando, 

(ro+W ) ^ -pXm'— ^ 4 - -f - j(m-P«i ') 0 Pm' (X— 1 ) 0 ' j-0. 
ut- a di - a 1 


Siano X,, X 2 le radici dell’ equazione 


a 


1 




-f km' a m -p ni 

Evidentemente una è positiva c l'altra negativa, e la forma 
dell' equazione mostra clic per entrambe m-\ km' è positiva. 

hn r a' ,, f ... 

- — 0 = 0 -p fcO , supponiamo. 


*Si pon^a e? := 0 {- 

m q- km' a 
Allora V equazione precedente dà 

c7 2 c? q m -P m’ 

T i ^ A 

di 2 a m -p km' * 

Per la recente osservazione il coefficiente di o è positivo per 
tutti e due i valori di X; siano i suoi valori w, 2 , ed n.r , ed ab- 
biamo, A,, 7 c 2 , c 2 , essendo i valori corrispondenti di 1 : e 9, 

?! = 0 + X*,0' - 2, C08(»,< -f p,), 

? 2 “ 0 -f ft 2 0' — a., cos (;? 2 7 -f p 2 ), 

dove et,, 7 2 , p,, 3 2> sono costanti arbitrarie. 
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I 


A 2 A | 


0' = - 


1 


k, - 


J Ayz t cos + g f ) — fc,a 2 cos (nj 4- JL) 
j a, cos (w,< 4- fi) — a 2 cos 4- p 2 ) j . 


> » 


,70 db' 

Avendo dato i valori iniziali di 0, 0', e - , troviamo a., a*, 

at clt 

[E,, p 2 , o così la soluzione è completa. Si può notare elio i valori 
di 0 o 0' si possono trovare ad ogni tempo prendendo la somma 
algebrica dei valori corrispondenti delle inclinazioni alla vcrti- 


o~ 

U 


Or- 


cale dei due pendoli di cui i tempi delle oscillazioni sono — e 


n i "i 


Inoltre, se w,, n 2 , sono commensurabili, il sistema ritornerà in 
tempo alla sua prima posizione, ed il moto sarà periodico. 

Una leggiera modificazione del procedimento ci dà il risultato 
di piccoli spostamenti non in un piano: ma lo studente può fa- 
cilmente trovare questo da sò stesso. 

Abbiamo qui un esempio semplice del principio della Coesi- 
stenza delle Piccole Oscillazioni ; ma questo principio, per essere 
trattato in modo soddisfacente, richiede in generale l’uso del 
Principio di d’ Alembert; il quale, sebbene (Art. 08) semplice- 
mente un corollario della Terza Legge del Moto, e chiaramente 
indicato da Newton come tale, è fuori dei limiti stabiliti pel 
presente trattato. 

334. Gli esempii, clic abbiamo ora dato, bastano per dare una 
idea del modo di applicare i nostri metodi ad ogni caso proposto 
di moto di due elementi non liberi. Questi metodi sono applica- 
bili a casi più complicati, quando si considerano più di due eie- 1 
menti; ma nulla si guadagnerebbe con questo procedimento, 
poiché il Principio di d’ Alembert ci dà un modo molto più sem- 
plice d’investigare i movimenti di un sistema qualunque di ele- 
menti liberi o pur no: specialmente quando esso è semplificato 
nella sua applicazione dal bel sistema delle Coordinate Genero- 
lizzate introdotte da Lagrange. Si vegga Naturai Phìlosoplnj di 
Thomson e Tait. 

ESEMPII. 


1 . Due sfere di cui le masso sono M ed AT sono situate a con- 
tatto, ed una di esse è proiettata nella linea dei centri con ve- 
locità V. Se la legge di attrazione è I)~-, trovare dove, e dopo 
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2. Se il sole fosse spezzato in un numero indefinito di fr ar- 
menti, riempiendo uniformemente la sfera di cui l’orbita della 
terra è un circolo massimo, mostrare che ciascuno si rivolge- 
rebbe in un anno. 

3. Un sottile strato sferico di massa Tifò scomposto simmetri- 
camente da una esplosione interna. Mostrare che se, quando lo 
strato ha un raggio ci, la velocità esteriore di ciascun elemento 
è v, i fragmenti non potranno mai riunirsi per la loro mutua at- 
trazione a meno che 

, M 

: V 2 < — . 

a 

4. Due elementi eguali sono inizialmente in quiete in due tubi 
levigati ad angoli retti tra loro. Mostrare che qualunque siano 
le loro posizioni, e qualunque sia la loro legge di attrazione, essi 
giungeranno insieme alla linea d’intersezione dei tubi. 

5. Nell’ ultima quistione supponiamo che le distanze originali 
dall' intersezione dei tubi siano a, b, e l’ attrazione inversamente 
come il quadrato della distanza, trovare le traiettorie susseguenti 
se ad un istante qualunque gli elementi si rendono liberi. 

G. Più elementi eguali, che si attraggono tra loro direttamente 
come la distanza, sono costretti a muoversi in tubi paralleli; se 
sono date le posizioni degli elementi al principio del moto, de- 
terminare il moto susseguente di ciascuno; e mostrare che gli 
elementi oscilleranno simmetricamente rispetto al piano perpen- 
dicolare ai tubi che passa per il loro centro d’ inerzia al princi- 
pio del moto. 

. . , , • , i i 

7. Due date masse sono connesse da un filo leggermente ela- 
stico, e sono proiettate in modo da muoversi in giro; trovare il 
tempo di una piccola oscillazione nella lunghezza del filo. 

8. Due masse eguali 71/, sono connesse da un filo che passa 
per un foro in un piano orizzontale levigato. Una di essa pen- 
dendo verticalmente, mostrare che l’ altra descrive sul piano una 
curva di cui l’ equazione differenziale è 


u y 
2 h*u* 


e che la tensione del filo è 


M 


g -}- h 2 u’ 

ó 


9. Due elementi eguali connessi da un filo sono situati in un 
II. 14 
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tubo circolare. Nella circonferenza è un centro di forza come 

Yy Un elemento è inizialmente alla sua massima distanza dal 

centro di forza, mostrare che se v, v' sono le velocità con le quali 
essi passano per un punto a 00° dal centro di forza, 

v * v'* 


10. Due palle eguali che si respingono scambievolmente con 
una forza come — pendono dallo stesso punto per mezzo di fili 


di lunghezza l. Mostrare che se quando sono in equilibrio, i fili 
facendo un angolo 2a tra loro, essi si avvicinano per piccoli ar- 
chi eguali, il tempo di un’oscillazione è lo stesso come quello di 
un pendolo la di cui lunghezza è 


Zcos a 
1+2 cos 2 a 


11. Uno di due elementi eguali connessi da un filo inelastico 
si muove in una scannellatura rettilinea, l’altro è proiettato pa- 
rallelamente alla scannellatura, il filo essendo teso; determinare 
il moto, e mostrare che la massima tensione ò quattro volte la 
minima. 

12. Due elementi sono connessi da un filo elastico di lunghezza 
2a , ed uno è proiettato perpendicolarmente al filo quando non è 
disteso. Mostrare che nell’orbita relativa 


~z - -J come (»• - «)!• 

a z p l 

13. Due elementi eguali connessi da una verga rigida si muo- 
vono su di un circolo verticale. Se essi sono leggermente distur- 
bati dalla posizione più elevata di equilibrio, determinare il moto. 

Inoltre trovare il tempo di una piccola oscillazione intorno 
alla posizione di equilibrio stabile. 

14. Due elementi P e Q sono connessi da una verga rigida. 
P è costretto a muoversi in una scannellatura orizzontale levi- 
gata. Se gli elementi sono inizialmente in quiete, PQ facendo 
un dato angolo con la scannellatura in un piano verticale con- 
dotto per essa, trovare la velocità di Q quando esso giunge alla 
scannellatura, e mostrare che la traiettoria di Q nel piano ver- 
ticale è un’ ellisse. 


i 
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15. Un elemento di massa m ha attaccati a se duo pesi eguali 
m' per mezzo di fili che passano sopra carrucole nello stesso piano 
orizzontale, ed è inizialmente in quiete ad eguali distanze da 
essi. Determinare il moto. Mostrare che se la distanza tra le 
carrucole è 2 a, la velocità» di in sarà zero quando è disceso per 
uno spazio 

4mm'a 
4 — 1 

e che avrà la sua massima velocità quando passa per la sua po- 
sizione di equilibrio statico. (Art. 72). 

16. Due masse ili", M' sono connesse da un filo che passa su 
di una caviglia levigata. Ad M' è attaccato un filo che sostiene 
una massa m tale che M'+m—M, ed in è spostato per un angolo 
a. Investigare il moto, supponendo in cosi piccola che il moto 
orizzontale di il/' si possa trascurare. Mostrare che il filo M'm 
sarà verticale dopo il tempo 



dove À è la lunghezza di M'm. 


ESEMPII GENERALI. 

1. Una molla spirale ò distesa di un pollice da ciascuna lib- 
bra addizionale sospesa al suo estremo inferiore; trovare la mas- 
sima velocità che sarà acquistata da una massa di 20 libbre so- 
spesa alla molla non distesa ed alla quale si permette di di- 
scendere. 

Inoltre trovare fin dove scenderà la massa, ed il tempo di una 
completa oscillazione. 

2. Trovare la forma dell’odografo, e la legge della sua descri- 
zione, per ogni punto di un disco circolare che rotola uniforme- 
mente su di un altro. Quindi, trovare la forza sotto la quale un 
elemento libero descriverà un’ epitrocoide, come essa è descritta 
da un punto del disco che rotola uniformemente. 

3. Trovare la legge della forza quando la brachÌ3tocrona ò 
un’ellisse col centro di forza nel suo fuoco. 

4. Una verga scorre tra due sbarre orizzontali parallele sca- 
bre, in un piano perpendicolare alle sbarre: determinare il moto 
quando esso è rettilineo, ma nè orizzontale nè verticale. 
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5. Determinare il moto (senza resistenza) di lina massa pro- 
iettata verticalmente ad un dato punto della superfìcie della terra 
con una velocità di 7 miglia per secondo. 

6. Applicare il principio dell’azione variante alla determina- 
zione del moto (senza resistenza) di un proiettile. 

t 

7. Mostrare che V azione ed il tempo , in un area qualunque 
dell’ ordinaria brachistocrona che incomincia dalla cuspide, sono 
rappresentati dall’ area e dall’ arco del segmento corrispondente 
del circolo generatorb. 

8. Nel moto parabolico di un proiettile, l'azione è rappre- 
sentata dall’area inclusa tra la curva, la direttrice, e le due or- 
dinate verticali: ed il tempo dalla parte intercetta sulla diret- 
trice. 

9. Data un’orbita centrale, e la legge della sua descrizione, 
trovare l’equazione differenziale di una curva tale che se si ti- 
rino ad essa le tangenti da due punti qualunque dell' orbita, l’a- 
zione sia rappresentata dall’area inclusa tra queste tangenti e 
le due curve. 


10. Un elemento si muove in una data linea, sotto 1' azione di 

ds 

una forza =— ed un dato impulso agisce su di esso, al- 

tv V 


ternativamente in direzioni opposte nella sua linea di moto, ad 
intervalli ciascuno eguale a T. Trovare il moto periodico che ne 
risulta. (Questo è il problema generale del moto del pendolo di 
un orologio controllato elettricamente). 


11. Il punto di sospensione di un pendolo semplice ha un moto 
orizzontale espresso da 


x — a cos mt. 


Trovare l’effetto sul moto del pendolo, specialmente quando 



o presso a poco così, l essendo la lunghezza del pendolo. 

12. Determinare il moto più generale (piccolo) di un elemento 
pesante attaccato in un dato punto ad un filo elastico disteso. 
Mostrare che esso vibrerà con eguale rapidità in tutte le dire- 
zioni dello spostamento, comunque il filo sia disteso, purché l’e- 
lemento sia situato ad una distanza da un estremo eguale alla 
metà della lunghezza dei filo non teso. 
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13. Un elemento P descrive un’ellisse liberamente sotto l’at- 
trazione di un secondo elemento G che è costretto a muoversi 
lungo l’ asse maggiore; 6r, ma non P, è attratto dal centro; tro- 
vare le leggi delle attrazioni affinchè PG sia sempre normale inP. 

Se fosse concepibile che P respinga G con la stessa forza con 
la quale G attrae P, una certa relazione tra le masse dei due 
elementi renderebbe non necessaria una forza al centro. 

14. Un elemento P descrive un’ellisse P con velocità unifor- 
me sotto l'azione di due forze eguali, luna diretta verso il fr.oco 
P, e proporzionale a CD’\ e l’altra verso l’altro fuoco ll\ CI) 
essendo il semidiametro coniugato a CP. Mostrare che n~— 2. 

15. Un elemento P è attaccato ad un punto Q per mezzo di un 
Ilio metallico senza joeso, ed è sollecitato da una forza il di cui 
effetto accelerante varia come la distanza da un punto Q al quale 
essa tende; dimostrare che, se Q è costretto a muoversi in un 
circolo con la stessa velocità come un elemento libero descrive- 
rebbe quel circolo sotto l’azione della forza, P in tutt’i casi si 
muoverà uniformemente relativamente a Q in un piano parallelo 
ad un piano fisso. Se QO è la lunghezza del filo metallico, mo- 
strare che, se P è sempre in quiete, la sua traiettoria assoluta 
sarà una linea retta. 

16. Più elementi pesanti eguali sono Legati ad eguali distanze 
a su di un filo inelastico, e posti in contatto in una linea verti- 
cale; mostrare che se al più basso si permette allora di cadere 
liberamente, la velocità con la quale l’tt 1110 incomincia a muoversi 
è eguale a 

1 (n — 1) (2 n — 1) 

“ (J - 3 ^ • 

17. Due elementi, di masse m ed m' rispettivamente, sono 
connessi da un filo elastico di modulo 2 a. Il sistema è poi so- 
speso da una carrucola levigata e disposto in modo che ciascun 
elemento sia alla distanza a dalla carrucola. Se il sistema è al- 
lora lasciato a sè stesso ed y,y' sono le distanze degli elementi 
dalle loro posizioni iniziali al tempo t , allora 

gt~ 

my — m'y' ~ (m — m r ) - 0 - . 

émi 

18. Un elemento attaccato all’estremo di mi filo poggia sopra 
una tavola orizzontale levigata; il filo passa per un piccolo foro 
nella tavola attraverso il quale esso è tirato con velocità unifor- 
me; dimostrare che se l’ elemento è sollecitato da una forza in- 
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versamente proporzionale alla sua distanza dal foro, e perpendi- 
colare al filo, esso descriverà se proiettato convenientemente una 
spirale equiangola. 

10. Un centro di forza che attrae un elemento di massa m con 
una forza mio X distanza, si muove nella circonferenza di un cir- 
colo di raggio a con velocità angolare uniforme w, ed un ele- 
mento è posto nel punto medio della distanza tra il centro di 
forza ed il centro del circolo; se r e 0 sono le sue coordinate po- 
lari quando il centro di forza si è mosso per un ureo a?, dimo- 
strare che 

>' = |( 1 + t 2 ). ® + <? = tan 0, 

il centro del circolo essendo il polo, e la linea iniziale passando 
per la posizione iniziale dell’elemento. 

20. Tre elementi ciascuno di massa w giacciono su di una ta- 
vola orizzontale levigata in una linea retta congiunti insieme da 
due fili, ciascuno di lunghezza a. I due elementi estremi sono 
proiettati simultaneamente con la stessa velocità v in una dire- 
zione perpendicolare ai fili, dimostrare che 

A/oy _ v*_ 1 

\clt) a 2 2 — cos 20 ’ 

dove 0 è l’angolo che il filo che congiunge l’elemento medio con 
ciascuno degli altri due ha percorso in un tempo qualunque. 

21. Tre elementi sono congiunti da due fili eguali e sono si- 
tuati in una linea retta su di una tavola levigata; se l’elemento 
medio è proiettato perpendicolarmente al filo con una velocità V, 
la velocità degli altri due quando si urtano è 

2V 
3 ’ 


22. Due elementi pesanti sono congiunti da un filo che passa 
per un piccolo anello, gli elementi sono tenuti nella stessa linea 
orizzontale, ed il filo è tirato e poi lasciato andare; se p, p' sono 
i raggi di curvatura delle loro traiettorie inizialmente, a, a' le 
lunghezze iniziali delle porzioni del filo, m t m' le loro masse, 
mostrare che 


m m' 



, 1 1 
ed - + 
a a 


1 * 1 

? 


9 


23. Investigare l’equazione del moto di una catena costretta 
a muoversi in un sottile tubo sotto l’azione di date forze. 
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Una catena pesante di lunghezza 4 a è raggomitolata 9u di una 
tavola orizzontale alla distanza a da uno spigolo della tavola, ed 
un estremo della catena è poi tirato ad angoli retti sullo spigolo 
passando al di sopra di esso; l’altezza della tavola sul suolo es- 
sendo investigare completamente il movimento della catena. 

24. Un filo elastico di lunghezza a , e di massa ma , è situato 
in un tubo in forma di una spirale equiangola con un estremo 
attaccato al polo. Il piano della spirale è orizzontale, ed il tubo 
si fa girare con velocità angolare uniforme co intorno ad un asse 
verticale per il polo; dimostrare che la sua lunghezza, quando è 
in relativo equilibrio, è data dall’ equazione 


dove 


l — a 


tan9 

~T’ 


o 


ab) con CL 



25. Un elemento pesante h sospeso da un punto fìsso per mezzo 
di un filo elastico, ed esegue piccole oscillazioni in una direzione 
verticale; supponendo il filo uniforme nel suo stato naturale e di 
piccola massa finita, mostrare che il tempo dell’ oscillazione sarà 
approssimativamente lo stesso come se il filo fosse senza peso e 
la massa dell’ elemento accresciuto di un terzo di quella del filo. 


26. La resistenza dell’ etere ad un pianeta o ad una cometa 

dV 

che si muove con la velocità V essendo supposta essere h — e 

UL ^ 

l’attrazione del sole essendo ottenere le equazioni esatte se- 
guenti: 

V* (1 + *) — — = c, 

T 


r* ~ = hV~ k . 

dt 

Inoltre ottenere l’equazione differenziale dell’orbita nella forma 

duY . (C- 2 *!<)'-* 

d')) +U ~ /i 2 (l -Jfc)'-*'* 

27. Un corpo si muove in un piano intorno ad un punto fisso 
sotto l’ azione di date forze. Se la velocità dell’area e la direzione 
del moto del corpo in un punto proposto sono conosciute, trovare 
il semi-lato-retto dell’ orbita ellittica che ha un contatto di se- 


( 
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condo ordine con l’orbita reale in quel punto, il suo fuoco es- 
sendo al dato punto fìsso. 

Inoltre trovare i cambiamenti prodotti in un tempo infinita- 
mente piccolo nell’ eccentricità e nella posizione dell’apside in 
quest’orbita ellittica in termini dei corrispondenti cambiamenti 
del semi-lato-retto. 

28. Dimostrare che la traiettoria apparente di una cometa 
sulla sfera celeste ò concava o convessa verso l’apparente situa- 
zione del sole secondo che la cometa o la terra ò più vicina 
al sole. 

29. È stato trovato paragonando la teoria con l’osservazione 
clic il perielio di Mercurio si avanza ad una ragione più grande 
di a di quella dovuta all’ attrazione dei corpi conosciuti; mo- 
strare che si darebbe conto di questo incremento se la legge della 

forza che tende al sole fosse -t + t e se {;/=aV/ - , l’ orbita es- 

r* " c 

sendo supposta prossimamente circolare e la media distanza 
essere c. 

30. Una cometa che si muove in un’orbita parabolica si av- 
vicina di molto ad un pianeta; indicare da considerazioni gene- 
rali le circostanze nelle quali l’orbita della cometa è resa ellit- 
tica o iperbolica. 


FINE DELLA DINAMICA DI UN ELEMENTO. 
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DINAMICA DI UN SISTEMA DI CORPI RIGIDI. 


CAPITOLO I. 

Sopra i Momenti d’inerzia. 

Sezione I. — Proprietà elementari. 

• 

1. Def. 1. Se la massa di ogni elemento di un sistema mate- 
riale si moltiplica pel quadrato della sua distanza da una linea 
retta, la somma dei prodotti cosi formati si chiama il momento 
d’ inerzia del sistema rispetto a quella linea. 

Def. 2. Se M è la massa di un sistema, e x è una tale quan- 
tità elio itfx 2 sia il momento d’inerzia rispetto ad una data linea 
retta, allora x si chiama il raggio di girazione del sistema ri- 
spetto a quella linea. 

Def. 3. Se*due linee rette Ox, Og si prendono come assi, e se 
la massa di ogni elemento del sistema si moltiplica per le sue 
due coordinate x , y, la sómma dei prodotti si chiama iìprodotio 
d' inerzia del sistema rispetto a quei due assi. 

Sia un corpo riferito ad assi rettangolari qualunque, Ox } 0-y } 
Oz , chÒ s’incontrano in un punto 0, e siano x , y , z le coordinate 
di un elemento qualunque m ì allora, secondo queste definizioni, 
i momenti d’ inerzia rispetto agli assi delle a*, ?/, z rispettiva- 
mente saranno 

A — Zm ( y 2 4- z 2 ) 

% 

JB = Zm ( z 2 + x 2 ) 

C = Zm ( x 2 4- y-) 

ed i prodotti d’inerzia rispetto agli assi delle yz ì zx, xy. 

D - Zm (yz) , 

E = Zm (zx) , 

F = Zm (xy ) . 
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Da queste definizioni vediamo che i momenti d’ inerzia A,!?, C 
sono tali che due qualunque di essi sono insieme maggiori del 
terzo. 

2. È chiaro che il procedimento per trovare i momenti ed i 
prodotti d’inerzia è semplicemente quello dell’integrazione. Pos- 
siamo illustrare ciò con l’ esempio seguente.- 

Trovare il momento d'inerzia di una lamina triangolare uni- 
forme rispetto ad un asse nel suo piano che passa per uno dei 
vertici. 

Sia ABC il triangolo, Ay l’asse rispetto al quale si cerca il 
momento d’inerzia. Si tiri Ax perpendicolare ad Ay e si pro- 



lunghi BC ad incontrare Ay in B. Il dato triangolo ABC si può 
riguardare come la differenza dei triangoli ABBIACI). Tro- 
viamo prima il momento d’inerzia di ABB. Sia PQP'Q' un’area 
elementare i di cui lati PQ , P'Q' sono paralleli alla base AB e 
PQ tagli Ax in M. Sia g la distanza del vertice B dall’ asse Ay , 
AM-x ed AB=l. 

0 /g 

Allora l’ area elementare PQP'Q' è chiaramente l — r— dx , ed 

O JQ ? 

il suo momento d’inerzia rispetto ad Ay è l—r—dx-x*. Quindi 
il momento d’ inerzia del triangolo ABB 

» 
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Similmente se 7 è la distanza del vertice C dall’ asse Ay, il 

' «V» 

momento d’ inerzia del triangolo ACJ) è l 7 — . Quindi il momen- 

l 12 

to d’inerzia del dato triangolo ABC è - (g 3 — y 3 ). 

1 U 

Ora - 73 ed r ly sono le aree dei triangoli ABJD Ì ACD. Quin- 

Li J 

di se 1 è l’area del triangolo ABC, il mómento d’inerzia del 
triangolo rispetto all’ asse Ay è 

♦ % 4 

•|(g 2 + p-r + f)- 


3. Quando il corpo è una lamina il momento d’ inerzia rispetto 
ad un asse perpendicolare al suo piano è eguale alla somma dei 
momenti d’ inerzia rispetto a due assi rettangolari qualunque 
nel suo piano condotti pel punto dove il primo asse incontra il 
piano. 

Infatti si prenda 1 ’ asse delle z come la normale al piano, al- 
lora abbiamo se A, B, C sono i momenti d’inerzia rispetto agli 
assi 

A — Zmy 2 , B = Zmx 2 , C = Zm (, x 2 -f y 2 ) , 


0 quindi C = A -f B. 

Possiamo applicare questo teorema al caso del triangolo. Sia- 
no y' le distanze dei punti B , C dall’asse Ax. Allora il mo- 
mento d’ inerzia del triangolo rispetto alla normale al piano del 
triangolo condotta pel punto A è 


= ~ (£ 2 + Py + 1 + g ' 2 + pv + y ' 2 ). 

Questo si può ridurre alla forma più conveniente 

a [fABy /Àcy ) 

= z\(-2) + Ky) + AE -\ ' 


dove E ò il punto medio di BC. 

% 

4. Nei capitoli seguenti di questo- trattato vi sono alcuni mo- 
menti d’inerzia i quali s’incontrano cosi frequentemente che si 
troverà conveniente di riunirli insieme per richiamo. Il lettore 
farà bene perciò di mandare a memoria la tavola seguente. 

Il momento d’ inerzia di 

(1) Un rettangolo i di cui lati sono 2 a e 2 b 

rispetto ad un asse pel suo centro nel suo pia- ) _ massa ^ 
no perpendicolare al lato 2r/ I ' 3 ’ 
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rispetto ad un asse pel suo centro perpendi- a 2 4- b 2 

ii • ■ = massa- 

col are al suo piano 


3 


(2) Un’ellisse di semiassi a e b ' 


b 2 


rispetto all’ asse maggiore a = massa -- , 


a 7 


asse minore b = massa — , 

4 


rispetto ad un asse perpendicolare al suo pia- ) a 2 + b 2 

^ = ma 0 ' 5 '* 


no per il centro j . JUtlb ° a 4 . ’ 

Nel caso particolare di un circolo di raggio a, il momento di 

inerzia rispetto ad un diametro ò massa e rispetto allaper- 
pendicolare al suo piano per il centro massa — . 

m £ 

0 

(3) Un ellissoide di semiassi «, b, c 

b 2 4. c 2 

.rispetto all’ asse a = massa — - — . 

. 5 * 

Nel caso particolare di una sfera di raggio a il momento d’i- 

2 

nerzia rispetto ad un diametro = massa - a 2 . 


(4) Un solido retto i di cui lati sono 2 a, 2 ?>, 2c 

rispetto ad un asse pel suo centro perpendico- ) 
lare al piano clic contiene i lati b e c ^ ~ 


massa 


b 2 4- c 2 
3 ' 


5. Siccome il procedimento per determinare questi momenti 
d’inerzia è presso a poco lo stesso per tutti questi casi, sarà 
sufficiente di considerare solamente due esempii. 

Determinare il momento d’inerzia di un’ellisse rispetto all’asse 
minore. 

Sia l’equazione dell’ ellisse 


y — - \/a 2 — x 2 . 

• & 

■v 

Si prenda un’area elementare qualunque PQ parallela all’asse 
delle 7/, allora chiaramente il momento d’inerzia è 

r» jj ra 

4’j.l x 2 yàx — 4u — I x 2 \! a 2 — x 2 clx. 

J 0 aio 

in cui {A è la massa di un’unità di area. 
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Ter integrare questo, si ponganosene?, allora l’integrale 
diviene 



(l* (l~ 

ondo il momento d’inerzia =u.uO&— - = massa— . 

4 4 ' 

Determinare il momento d’inerzia di un ellissoide rispetto ad 
un diametro principale. 

Sia l’equazione dell’ellissoide 

x 1 y- z 2 , 

~T, + J2 +• - 2 — 1 • 

a 2 b 2 c 2 

Si prenda un’arca qualunque elementare PNQ parallela ai 



il valore di z quando y— 0, e QN il valore di y quando z~ 0, come 
si ottengono dall’equazione dell’ ellissoide; 


onde PN = - \Ja 2 — x 2 , 

a 


quindi l’area dell’ elemento — 


QN=- s]a 2 
a 


tJjc 


a 2 


(a 2 — x 2 ) . 



120 .SOPRA I MOMENTI D* INERZIA. 


Sia {ji la massa di un’unità di volume, allora 1* intero momento 
d’ inerzia 

[ a -U , , 9n PAT 2 + QN 2 7 

= ^La-^ (a X) 4 dX 

» 

- bc f" , , „ b- + c J , t 

= 1*7-51 (a a - x ! ) — (a 2 - g«) di 

4 -« 


a 2 


4 , 6 2 + c J 

= |* n TM OC - 

o o 


;= massa 


ò 2 + c 2 


5 


G. So la massa di ogni elemento di nn sistema materiale si 
moltiplica pel quadrato della sua distanza da un piano dato o da 
un punto dato, la somma dei prodotti così formati si chiama il 
momento d’inerzia del sistema rispetto a quel piano o a quel pun- 
to. Se il piano dato si prende per piano delle x\ y, allora seguendo 
la notazione dell’ Art. 1, il momento d’inerzia rispetto al piano 
ò 'Lmz-, Se il punto dato si prende per origine, il momento d’ i- 
nerzia rispetto a quel punto è Emr 2 . 

Se A, B , C sono i momenti d’inerzia rispetto a tre assi qua- 
lunque che s’incontrano in un punto 0, abbiamo per l’Art. 1, 

A + B + C =. 2 Zm(x* + y 2 + z'-) 

— 2 Swtr 2 . 

Quindi la somma dei momenti d’ inerzia rispetto a tre assi ret- 
tangolari qualunque che s’incontrano in un punto dato è sempre 
la stessa ed eguale a due volte il momento d’inerzia rispetto a 
quel punto. 

Se Jè il momento d’inerzia rispetto al piano xy, ed I il mo- 
mento d’inerzia rispetto all’asse delle £, abbiamo 

1 4- J= Swr 2 . 


Sicché la somma dei momenti d’ inerzia di un sistefna rispetto 
ad un piano qualunque condotto per un punto dato ed alla sua 
normale in quel punto ò costante ed eguale al momento d’ iner- 
zia del sistema rispetto a quel punto. 


7. È possibile di trovare con l’integrazione tutt’i momenti ed 
i prodotti d’inerzia, ma il procedimento si può semplificare con 
l’uso delle due proposizioni seguenti. I momenti d’inerzia di un 
corpo rispetto ad alcuni assi condotti pel suo centro di gravità, 
che possiamo prendere come assi delle coordinate, sono dati nella 
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tavola dell’ Art. 4. Per trovare il momento d’ inerzia rispetto ad 
ogni altro asse investigheremo 

(1) un metodo per paragonare il richiesto momento d’ inerzia 
con quello rispetto ad un asse parallelo condotto pel centro di 
gravità; 

(2) un metodo per determinare il momento d’inerzia rispetto 
a questo asse parallelo in termini dei dati momenti d’inerzia ri- 
spetto agli assi delle coordinate. 


8. Prop. Dati i momenti ed i prodotti d’ inerzia rispetto a tutti 
gli assi condotti per il centro di gravità di un corpo, dedurre i 
momenti ed i prodotti rispetto a tutti gli altri assi paralleli. 

Il momento d’ inerzia di un corpo o di un sistema di corpi ri- 
spetto ad un asse qualunque è eguale al momento d’ inerzia ri- 
spetto all’ asse parallelo condotto per il centro di gravità più il 
momento d’ inerzia dell' intera massa riunita nel centro di gra- 
vità rispetto all’asse primitivo. 

Il prodotto d’inerzia rispetto a due assi qualunque ò eguale 
al prodotto d’ inerzia rispetto ai due assi paralleli condotti pel 
centro di gravità più il prodotto d’ inerzia dell’ intera massa riu- 
nita nel centro di gravità rispetto àgli assi primitivi. 

In primo luogo, si prenda l’ asse rispetto al quale si cerca il 
momento d’inerzia come asse delle z. Sia m la massa di un ele- 
mento qualunque del corpo, che generalmente sarà un piccolo 
elemento. 


Siano cc, y, z le coordinate di m, 

x\ y\ z' quelle del centro di gravità G dell’intero sistema 
di corpi, 

a? f> y t , z A quelle di m riferita ad un sistema di assi paralleli 
condotti pel centro di gravità. 


Allora poiché 


Smog Zmy , Zmz ì 
Zìn ’ Zm ’ Zm 


sono le coordinate del centro di gravità del sistema riferito al 
centro di gravità come origine, ne segue che 


Zmx i = 0 , Zmy ì — 0 , Zmz K = 0 . 

Il momento d’inerzia del sistema rispetto all’asso delle z è 


= Zm 0 x 2 -f y-), 

= Sw j (*'+*,)* + (/ + 3/,)* (, 

— -in ( x 12 + y'-) + Di» (j-,- + y,-) , 

x 2 x'-lmx, + 2y' ■Zmy i . 

II. , 1G 
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Ora y' 2 ) è il momento d’ inerzia di una massa Lm riu- 

nita nel centro di gravità, e Zm{xf- Yy\) è il momento d’inerzia 
del sistema rispetto ad un asse condotto per (r, inoltre 
)ìtiny x — 0; quindi la proposizione è dimostrata. 

In secondo luogo , si prendano gli assi delle x } y come gli assi 
rispetto ai quali si cerca il momento d’ inerzia. 

Il prodotto richiesto è 
= Zmxy 

= x’y’-'Lm + Zm {x x y x ) 

4- x , lmy ì + y'lmx t 
= x ' y' Ew + lmx i y t . 


Ora x'y’ -Zm è il prodotto d’inerzia di una massa Ew riunita 
in G e TLmXj ?/, ò il prodotto dell’ intero sistema rispetto ad assi 
condotti per G\ quindi la proposizione è dimostrata. 


9. Siano due assi paralleli A e B alle distanze a e b dal cen- 
tro di gravità del corpo. Allora, se M è la massa del sistema 
materiale, 


momento d’inerzia 1 _ -nr 2 _ ( momento d’inerzia , n2 
rispetto ad A ) a ~~ ( rispetto a B 

Quindi allorché si conosco il momento d’ inerzia di un corpo 
rispetto ad un asse, si può trovare quello rispetto ad ogni altro 
asse parallelo. È chiaro che una simile proposiziono vale per i 
prodotti d’ inerzia. 


10. La proposizione precedente si può generalizzare come se- 
gue. Sia un sistema qualunque in movimento, e siano x,y,z lo 
coordinate al tempo t di un elemento qualunque di massa m, al- 

, dx dy dz . , ... d-x dry d-z . . . . 

lora —, ~t 7 j “77 sono le velocità, e —, , —— le accelerazioni 

al eli al eli ( lì l clt m m 

dell’elemento risolute parallelamente agli assi. Supponiamo che 

Tr ( dx d 2 x dy d-y dz d 2 z\ 

\ ? (*>^7’ w’ y ' di' cip’ *' li’ cip) 


sia una data funzione dipendente dalla struttura c dal moto del 
sistema, la somma estendendosi a tutto il sistema. Inoltre sia 9 
una funzione algebrica del primo e del secondo ordine. Così 9 
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Ax ì + Bx + C 
ut 


m 


t" J^yz "i* l?x -}-... 


dove A, B, C , etc. sono costanti. Allora ha luogo il seguente 
principio generale. 

« Il valore di V per un sistema qualunque di coordinate ò 
eguale al valore di V ottenuto per un sistema parallelo di coor- 
dinate col centro di gravità per origine più il valore di V per 
T intera massa riunita nel centro di gravità rispetto al primo si- 
stema di coordinate » . 

Infatti siano x\ y ' , z' le coordinate del centro di gravità, e sia 

/ x , dx dx’ dx. , ^ , 

x—x +x . , etc. onde — =? — — + > etc. Ora poiché o è una fun- 

dt M ,u dtecPx 

zione algebrica del secondo ordine di x ì — , -=-5-; y, etc. ò evi- 

Cll Clv 

dente che facendo le suddette sostituzioni e sviluppando, il pro- 
cedimento di elevare a quadrato etc. condurrà a tre gruppi di 

dx' di~x! 

termini, quelli che contengono solamente x -j— , etc. quel- 

III llt~ 

li che contengono i prodotti di x\ x fì etc., e finalmente quelli 

dx 

che contengono solamente x x , —jj , etc. Il primo di questi , farà 
nell’ insieme 9 > ctc.^ e l’ultimo 9 (x iì , etc.J. 

Quindi abbiamo 

F=a "’ ■■§’•••) 


-f Sm 


t ( Ax 'lÌ + B % x ' +Gx '%' + -)’ 


dove A, 2 ?, G , etc. sono costanti. 

Ora il termine Sm & lo stesso che x'Z 0 ( l u e$to 

dx 

svanisce. Infatti essendo Sma;, = 0, ne segue che Sm— r~= 0 . Si- 

tu 

milmente tutti gli altri termini nella seconda linea svaniscono. 

Quindi il valore di T r si riduce a due termini. Ma il primo di 
questi è il valore di V all’ origine per l’intera massariunita nel 
centro di gravità, ed il secondo di questi è il valore di V per 
l’ intero sistema riferito al centro di gravità come origine. Quin- 
di la proposizione è dimostrata. 
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(l^X cl** £/ 

La proposizione sarebbe evidentemente vera se — , — 


o altri coefficienti differenziali qualunque d’ordine più elevato 
si trovassero nella funzione V. 


11. Prop. Dati i momenti ccl i prodotti d’inerzia rispetto a tre 
linee rette ad angoli retti che s’ incontrano in un punto, dedurre 
i momenti ed i prodotti d’ inerzia rispetto a tatti gli altri assi 
che passano per quel punto . 

Si prendano queste tre linee rette come assi delle coordinate. 
Siano A, B, C i momenti d’inerzia rispetto agli assi delle x,y,z\ 
D, E , F i prodotti d’ inerzia rispetto agli assi delle yz , zx , xy. 
Siano a, p, Y i coseni di direzione di una linea retta qualunque 
condotta per l’origine, allora il momento d’inerzia I del corpo 
rispetto a quella linea sarà dato dall’ equazione 

I = Aol 1 + Pp 2 + Cf -2 Z>pY - 2 E^a - 2 F ap. 

Sia P un punto qualunque del corpo nel quale è situata una 



massa m, e siano x,y,z le coordinate di P. Sia ON la linea i 
di cui coseni di direzione sono a, p, y, e si tiri DN perpendico- 
lare ad ON. 

Poiché ON è la proiezione di OD, essa è chiaramente 

i 

= XOL + ?/p + 

inoltre OD 2 = x 2 -f y- + z-, 

ed 1 = a 2 4- p 2 + Y 2 » 

Il momento d’ inerzia I rispetto ad ON 

= ImDN- 

= j x l -f y t + zr — (cjlx + p g + Y^) 2 \ 
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= j ( x 2 + y 2 4* z 2 ) (a 2 4- (2 2 4- y 2 ) - (ax 4- tyj 4- y*0 2 1 
= Im (y 2 4- e -) a 2 4- '-m (z 2 4- x 2 ) g 2 4- Swi (x 2 + ?/ 2 )y 2 

— 2Zmyz-$y — 2 Zmzx^ya - 2Zmxy*ctJ$ 

= Aa 2 4- P£ 2 -I- C^ 2 — 22) Jy — 2E yen. — 2Fa$. 


12. Questo risultato può essere esibito geometricamente. Un 
raggio vettore OQ si muova in modo qualunque intorno al punto 
dato 0, e sia di tale lunghezza che il momento d’inerzia rispetto 
ad OQ sia proporzionale al quadrato inverso della lunghezza. 
Allora se lì rappresenta la lunghezza del raggio vettore i di cui 
coseni di direzione sono (a^Y)» abbiamo 


I 



1 


dove C ò una costante introdotta per mantenere le dimensioni 
corrette, la massa essendo presa come unità. Quindi l’equazione 
polare del luogo di Q è 

1 = Aor + B r f + Cf- - 22) Py - 2£ va - 2 E ag. ' 

Trasformando in coordinate Cartesiane, abbiamo 

s* = AX 2 + BY 2 4- CZ 2 - 21) YZ - 2 EZX - 2FXY, 

che ò T equazione di una quadrica. Così ad ogni punto 0 di un 
corpo materiale vi è una quadrica corrispondente la quale pos- 
siede la proprietà che il momento d’inerzia rispetto ad ogni rag- 
gio vettore è rappresentato dal quadrato inverso di quel raggio 
vettore. La convenienza di questa costruzione si è, che le rela- 



contrano in un punto dato qualunque si possono scoprire per 
mezzo delle note proprietà di una quadrica. Questa quadrica si 
mostrerà essere un ellissoide, e si chiama l’ellissoide dei mo- 
menti. 


13. Se V ellissoide dei momenti si riferisce ad un sistema qua- 
lunque di assi rettangolari i coefficienti di X 2 ,Y 2 ,Z 2 , YZ,ZX,XY 
nella sua equazione saranno i momenti ed i prodotti d’ inerzia 
rispetto agli assi . 

Infatti sia T equazione della superficie 
P x X 2 4- P 2 r 2 4 P 3 Z 2 - 2Q X YZ - 2 Q ± ZX - 2Q^XY= s*. 

Trasformando in coordinate polari, abbiamo 

J = I*,a* + P# + P,r - 2 G,for - 2 Q, ia - 2 Q 3 z$. 
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Paragoniamo questa con V espressione generale del momento 
d’inerzia rispetto alla linea (a^) data nell' Art. 11. Allora poi- 
ché i due risultati debbono essere gli stessi per tutt’ i valori di 
a, p, y è chiaro che dobbiamo avere 

P,=A, P 2 = P, 

Qi — F, Q'i -- F, Q 3 ~ F . 

Se la superficie si riferisce ai suoi diametri principali come 
assi delle coordinate, la sua equazione sarà della forma 

AX 2 + PY 2 + CZ 2 = t\ 

ed A, B ì C saranno i momenti d’inerzia rispetto ai nuovi assi. 
Essendo A, B, C essenzialmente positivi, ne segue che la super- 
fìcie è un ellissoide. 

14. Quando tre lineo rotte ad angoli retti e che s’incontrano 
in un punto dato sono tali che prese per assi delle coordinate i 
prodotti 

Zm xy , Zm yz , Zm zx 

svaniscano tutti, queste rette si dicono gli Assi Principali nel 
dato punto. 

I tre piani che passano per due qualunque degli assi princi- 
pali si chiamano i Piani Principali nel dato punto. 

I momenti d’inerzia rispetto agli assi principali in un punto 
qualunque si chiamano i Momenti Principali d’inerzia in quel 
punto. 

15. In ogni punto eli un sistema materiale vi sono sempre tre 
assi principali ad angoli retti tra loro. 

Si costruisca l’ellissoide dei momenti nel dato punto. Allora 
si ò mostrato che i prodotti d’inerzia rispetto agli assi sono le 
metà dei coefficienti di XY,YZ, ZX nell’equazione dell’ ellis- 
soide dei momenti riferito a queste lince rette come assi delle 
coordinate. Ora se un ellissoide si riferisce ai suoi diametri prin- 
cipali come assi, questi coefficienti svaniscono. Quindi i diame- 
tri principali dell’ellissoide sono gli assi principali del sistema. 
Ma ogni ellissoide ha almeno tre diametri principali, quindi ogni 
sistema materiale ha almeno tre assi principali. 

Se A, P, C sono i tre momenti principali d’ inerzia in un punto 
qualunque, l’espressione data nell’ Art. 11 per il momento d’b 
nerzia rispetto ad ogni altra linea diviene 

I=:Aa*+Bp+ Cy*. • • 
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1G. Le posizioni degli assi principali in varii punti di un corpo 
si jiossono trovare ancora con un esame particolare. 

Così gli assi principali di un ellissoide nel centro di gravità 
sono i suoi diametri principali. Si prendano questi come assi, 
allora la somma Zmxy=0. Infatti se si prende un elemento qua- 
lunque m di cui due delle coordinate sono x , y , si può trovare un 
altro elemento m ì di eguale massa, di cui le coordinate corri- 
spondenti sono — x, y. Quindi la somma precedente per l’intero 
corpo è zero. Similmente Zmyz = 0, hmzx = 0 , c queste, per 
l’Art. 14, sono le condizioni affinché i diametri siano gli assi 
principali nel centro. 

Così ancora gli assi principali nel centro di un’ellisse sono i 
due diametri principali ed una normale al piano dell’ ellisse. 

Se il corpo ò una lamina, uno degli assi principali in un punto 
qualunque 0 è la normale al piano della lamina. Infatti si pren- 
dano come assi delle x , y due direzioni rettangolari qualunque 
Ox , Oy nel piano della lamina, e sia Oz normale. Allora poiché 
ogni elemento giace nel piano delle xy abbiamo Zmxz—O , Zmyz—0 , 
e quindi l’ equazione dell’ ellissoide dei momenti é 

AX 2 + BY 2 + CZ 2 - 2 1)XY= e*. 

% 

E chiaro dalla forma dell’ equazione che l’ asse delle z é un dia- 
metro principale della superficie. 

Conia considerazione di alcuue semplici proprietà dell’ ellis- 
soide, le seguenti proposizioni si rendono* evidenti: 

I. Dei momenti d’inerzia di un corpo rispetto agli assi che si 
incontrano in un punto dato, il momento d’inerzia rispetto ad 
uno degli assi principali è il massimo, e rispetto ad un altro il 
minimo. 

Infatti, nell’ ellissoide dei momenti, il momento d’inerzia ri- 
spetto ad un raggio vettore qualunque dal centro è minimo quan- 
do quel raggio vettore é massimo e viceversa. Ed é evidente che 
il massimo ed il minimo dei raggi vettori sono duo dei diametri 
principali. 

II. Se i tre momenti principali in un punto 0 sono eguali tra 
loro, l’ellissoide diviene una sfera. Ogni diametro é allora un 
diametro principale, ed i raggi vettori sono tutti eguali. Quindi 
ogni linea retta condotta per 0 é un asse principale in 0 , ed i 
momenti d’inerzia rispetto ad essi sono tutti eguali. 

Per esempio, le perpendicolari dal centro di gravità di un ctabo 
sulle tre facce sono assi principali; infatti, il corpo essendo ri- 
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ferito adesso come assi, abbiamo chiaramente ìimxy~0, 'Lmyz— 0, 
Ymzx—0. Inoltre i tre momenti d’inerzia rispetto ad essi sono 
per simmetria eguali. Quindi ogni asse pel centro di gravità di 
un cubo è un asse principale, ed i momenti d’inerzia rispetto ad 
essi sono tutti eguali. 

In secondo luogo supponiamo che il corpo sia una piramide 
regolare. Si considerino due piani condotti pel centro di gravità 
ciascuno parallelo ad una faccia della piramide. Le relazioni di 
questi due piani alla piramide sono in tutt’ i rispetti le stesse. 
Quindi ancora l’ellissoido dei momenti nel centro di gravità deve 
essere situato similmente rispetto a ciascuno di questi piani, e 
lo stesso ò vero per i piani paralleli a tutte le facce. Quindi l’el- 
lissoide deve essere una sfera ed il momento d’inerzia sarà lo 
stesso rispetto ad ogni asse. 

17. Tì • orare i momenti ed i prodotti d' inerzia di un triangolo 
rispetto ad assi qualunque. 

Se p e *y sono le distanze dei vertici lì, C di un triangolo ABC 
da una linea retta qualunque AX condotta dal vertice A, nel 
piano del triangolo, è noto che il momento d’inerzia del trian- 
golo rispetto ad AX è 

— (p 2 -f Py + Y 2 )> dove A è l’ area del triangolo. 

A 

Tre elementi eguali, la massa di ciascuno essendo — , siano 

O 

situati nei punti medii dei tre lati. Allora si vede facilmente, 
che il momento d’inerzia dei tre elementi rispetto ad AX è lo 
stesso di quello del triangolo. I tre elementi considerati come un 
sistema, ed il triangolo, hanno lo stesso centro di gravità. Si 
chiami questo punto 0. Si tiri la linea retta OX' pel centro co- 
mune di gravità 0 parallela ad AX, allora ò evidente che i mo- 
menti d’ inerzia dei due sistemi rispetto ad OX' sono anche 
eguali. 

Poiché questa eguaglianza esiste per tutte le linee rette con- 
dotte per 0 nel piano del triangolo, sarà vera per due linee rette 
OX', OY' ad angoli retti, e quindi anche per una linea retta OZ' 
perpendicolare al piano del triangolo. 

Uno degli assi principali in 0 del triangolo, e del sistema dei 
tre elementi ò normale al piano, e quindi lo stesso per i due si- 
stemi. Gli assi principali in 0 nel piano, sono quelle due lince 
rette rispetto alle quali i momenti d’ inerzia sono massimo e mi- 
nimo, e quindi per quel che precede questi assi sono gli stessi 
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per i due sistemi. Se in un punto due sistemi hanno gli stessi 
assi principali e momenti principali, essi hanno anche gli stessi 
momenti d’inerzia rispetto a tutti gli assi che passano per quel 
punto, e gli stessi prodotti d'inerzia rispetto a due linee rette 
qualunque che s’incontrano in quel punto. E se questo punto è 
il centro di gravità dei due sistemi, la stessa cosa sarà ancora 
vera per ogni altro punto. 

Se quindi un elemento di cui la massa è un terzo di quella del 
triangolo è situato nel punto medio di ciascun lato, il momento 
d’inerzia del triangolo rispetto ad una linea retta qualunque, è 
lo stesso di quello del sistema di elementi, ed il prodotto d’iner- 
zia rispetto a due linee rette qualunque che s’incontrano, è lo 
stesso di quello del sistema di elementi rispetto alle stesse linee 
rette. 

Tre punti /), E, F si possono sempre trovare tali che i pro- 
dotti ed i momenti d’ inerzia di tre elementi eguali situati in 
1), Fj F, siano gli stessi dei prodotti e dei momenti d’inerzia di 
ogni area piana. Infatti sia 0 il centro di gravità dell’area, 
Or, Oìj siano gli assi principali in 0 nel piano dell’area, ed 3/a 2 , 
M fi 2 i momenti d’inerzia rispetto a questi assi. 

Siano (xy), ( x'y '), (. x"y ") le coordinate di />, E, F, m la massa 
di un elemento, sicché M=om. Allora dobbiamo avere 

m (x 2 + a/ 2 + x”*) = M'f , 
ni (y 2 4- y' 1 + y" 1 ) — 3/a 2 , 
xy -f x'y’ -p x”y" - 0. 

Inoltre, poiché i due sistemi debbono avere lo stesso centro 
di gravità 

x + x' + x" = 0 , 
y + ;>/ + y" = 0 . 

Eliminando x'y' , oi'y" da queste equazioni, abbiamo 

OL‘x* + py* = \~. a’p*, 
o m 

= 2a 2 £ 2 , 

che è l’equazione di un’ellisse dei momenti. Ne .segue facilmen- 
te, che I) si può prendere dove si vuole su questa ellisse, ed E 
II. 17 
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e D sono nelle estremità opposte di quella corda che è bisegata 
in un punto N dal raggio prolungato DO, così che ON= - OD. 

la 

L’ellissoide dei momenti nel centro di gravità di un triangolo 
si può trovare come segue. 

Sia inscritta nel triangolo un’ellisse che tocca due dei lati 
AB, BC nei loro punti medii F , D. Allora, pel teorema di Car- 
not, essa tocca il terzo lato CA nel suo punto medio F. Poiché 
DF è parallela a CA la tangente in D, la linea retta che con- 
giunge E al punto di mezzo N di DF passa pel centro, e quindi 
il centro della conica è il centro di gravità del triangolo. 

Questa conica si può mostrare che è l’ ellisse dei momenti del 
triangolo in 0. Per dimostrare ciò, troviamo il momento d’iner- 
zia del triangolo rispetto ad OE. Sia OE—r, e sia il semidiame- 
tro coniugato r', ed u> l’angolo tra r ed r\ Ora OJSf—- r, e quindi 

LA 

dall’equazione dell’ellisse 

FN * = ? r" 1 , 

4 


onde momento d’ inerzia | 2 

rispetto ad OE ! 3 

* 

A 

" ' ■ • 
2 



A ' 2 


sen 2 io, 


dove A' è l’area dell’ellisse, sicché i momenti d’inerzia del si- 
stema rispetto ad OE , OD, OD sono inversamente proporzionali 
ad OD 2 , OD-, OD 2 . Se prendiamo un’ellisse dei momenti delle 
giuste dimensioni, essa intersegherà la conica inscritta in D, D, 
e D, e perciò anche negli estremi opposti di questi diametri. Ma 
due coniche non possono intersegarsi in sei punti a meno che 
non siano identiche. Quindi questa conica è l’ellisse dei momenti 
in 0 del triangolo. 

La normale in 0 al piano del triangolo è un asse principale 

• del triangolo (Art. 16). Quindi l’ellissoide dei momenti del trian- 
golo ha la conica inscritta per una sezione principale. Se a e & 
sono le lunghezze degli assi di questa conica, c quella dell’ asse 
dell’ ellissoide che ò perpendicolare al piano della lamina, abbiamo 
per gli Art. 3 e 12. 

1 L 

c * ~ «2 + ir ' 
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Se il triangolo ò equilatero, l’ellissoide dei momenti diviene 
imo sferoide, ed ogni asse condotto pel centro di gravità nel pia- 
no del triangolo è un asse principale. 


18. Trovare i momenti ed i prodotti d’ inerzia di un tetraedro 
rispetto ad assi qualunque. 

Sia AB CI) il tetraedro. Per un vertice D si tiri un piano qua- 
lunque e sia preso per piano delle xy. Sia D l’area della base 
ABC\ a, p, y siano le distanze dei suoi vertici dal piano delle 
xy, e p la lunghezza della perpendicolare da D sulla base ABC. 

Sia PQB una sezione qualunque parallela alla base ABC e 
di spessezza du , dove u è la perpendicolare da D sopra PQR. Il 
momento d’inerzia del triangolo PQB rispetto al piano delle xy 
è lo stesso di quello di tre elementi eguali, ciascuno un terzo 
della sua massa, situati nei punti medii dei suoi lati. Il vo- 


u 2 


turine dell’ elemento PQB = —iDdu. Le ordinate dei punti me- 

a+fi B+Y 

dii dei lati AB , BC , CA , sono rispettivamente — , 
Y+a .... . 2 2 

. Quindi, per i triangoli simili, le coordinate dei punti me- 


dii di PQ , QB , BP sono anche 


p + Y n *y + a. u ol -f p u 

2 p’ 2 p ì 2 p ' 


Il momento d’ inerzia del triangolo PQB rispetto al piano xy 
è quindi 



Integrando da u — 0 ad u—p , abbiamo il momento d’inerzia del 
tetraedro rispetto al piano xy 


V 

10 


j or + p 2 + 7 2 + Py + -f ap J , 


dove V è il volume. 

Se quattro quinti della massa del tetraedro fossero riuniti in 
un elemento e situati nel centro di gravità del tetraedro, ed un 
ventesimo in ciascuno dei vertici, il momento d’inerzia di questi 
cinque elementi rispetto al piano delle xy sarebbe 



che è lo stesso di quello del tetraedro. 
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Il centro di gravità di questi cinque elementi è il centro di 
gravità del tetraedro, ed essi insieme fanno la massa del tetrae- 
dro. Quindi, per l’Art. 8, i momenti d’inerzia dei due sistemi 
rispetto ad un piano qualunque condottò pel centro di gravità 
sono gli stessi, e per lo stesso articolo questa eguaglianza esi- 
sterà per qualunque piano. Ne segue per l’ Art. G, die i momenti 
d' inerzia rispetto ad una linea retta qualunque sono anche egua- 
li. I due sistemi hanno perciò gli stessi ellissoidi dei momenti 
nel centro comune di gravità. Quindi ancora, per TArt. 13,’ i 
prodotti d’ inerzia rispetto a due linee rette qualunque sono 
eguali. 

3 9. La superficie reciproca dell’ellissoide dei momenti ò un 
altro ellissoide, che si chiama l’Ellissoide di Girazione. Questa 
seconda superficie è stata anche adoperata per rappresentare, 
geometricamente, la posizione degli assi principali ed il momen- 
to d’inerzia rispetto ad una linea retta qualunque. 

Mostrare che la superficie reciproca dell’ellissoide 



è l’ellissoide 

a- x 2 + l> 2 y 2 + c 2 z 1 — c 4 . 

Sia OA’la perpendicolare dall’ origine 0 sul piano tangente in 
un punto qualunque P del primo ellissoide, e siano Z,«t, n i co- 
seni di direzione di OJV, allora 


ON 2 = or l 2 + b 1 m 2 h- 


o o 

C~ 11”. 


Si prolunghi ON in Q così -che OQ — allora Q è un punto 

1/u.Y 

della superficie reciproca. Sia OQ=.U\ onde 


~^a 2 Z 2 + & 2 m 2 + c 2 n 2 . 

if 


Cambiando questa in coordinate rettangolari, abbiamo 


Ne segue, perciò, che i diametri principali dell’ellissoide di 
girazione sono gli assi principali del corpo, ed il momento d’i- 
nerzia rispetto alla perpendicolare su di un piano tangente qua- 
lunque è misurato dal. quadrato di quella perpendicolare. 
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Se A, B, C sono i momenti principali nel centro di gravità, 
l’equazione dell’ ellissoide di girazione è 


x 2 y 2 , z 2 
A + Ti + ~c 



Si può mostrare che l’equazione generale di questo ellissoide 
riferito ad un sistema qualunque di assi rettangolari è 


A,-F,-E,X 

— i ?,-z>,y 

- E , — D, C,Z 

x, l r , 1 



dove A, 11, C, D,E,F sono i momenti ed i prodotti d’inerzia ri- 
spetto agli assi delle coordinate. 


20. Vi è un terzo ellissoide che è alle volte usato. Per gli Art. 
6 ed 11 il momento d’inerzia rispetto ad un piano di cui i co- 
seni di direzione sono (a, è 

J= - - f + C - A a 2 - - C-f + 2Dfa + 2 + 2 F ag 


— Zm x 1 • a 2 + Imy- • f 2 -f Zmz 2 • y 2 

4- 2 Zmyz-fc + 2 Zmzx-^CL f 2Zmxy-CL$ ì 

se seguiamo la notazione dell’ Art. 1. 

Quindi, come nell’ Art. 12, possiamo costruire l’ ellissoide 

Zmx* ■ X 2 + Zmy'- * Y 2 + Zmz 2 • Z 2 ) 

.. - <5 

+ 2Zmyz-XZ + 2 Zmzx-ZX + 2 Zmxy-XY ) ‘ 

dove la massa è stata presa per unità. Allora il momento d’iner- 
zia rispetto ad un piano qualunque condotto pel centro dell’el- 
lissoide è rappresentato dal quadrato inverso del raggio vettore 
perpendicolare a quel piano. 

✓ 

Se paragoniamo l’equazione dell’ellissoide dei momenti con 
quella di questo terzo ellissoide, vediamo che l’.una si può otte- 
nere dall’ altra sottraendo la stessa quantità da ciascuno dei coef- 
ficienti di X 2 , Y 2 , Z 2 . Quindi i due ellissoidi hanno le loro se- 
zioni circolari coincidenti in direzione. 

Questo ellissoide si può anche adoperare per trovare i mo- 
menti d’inerzia rispetto ad una linea retta qualunque condotta 
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per r origine. Infatti possiamo dedurre dall’ Art. 6 che il mo- 
mento d’inerzia rispetto ad un raggio vettore qualunque è rap- 
presentato dalla differenza tra il quadrato inverso di quel rag- 
gio vettore e la somma dei quadrati inversi dei semiassi. 

Del reciproco di questo ellissoide si è fatto anche uso. Tutti 
questi ellissoidi hanno i loro diametri principali coincidenti in 
direzione, ed ognuno di essi può essere adoperato per determi- 
nare le direzioni degli assi principali in un punto qualunque. 

21. Una linea retta passa per un punto fisso 0 e si muove in- 
torno ad esso in modo tale che il momento d’inerzia rispetto alla 
linea è sempre lo stesso ed eguale ad una data quantità I. Tro- 
vare V equazione del cono generato dall a linea retta. 

Si prendano per assi delle coordinate gli assi principali in 0, 
c siano (a, ^,7) i coseni di direzione della linea retta in una po- 
sizione qualunque. Allora per l’Art. 15 abbiamo 

Aa 2 + B? + Cv 2 - L 

Quindi l’ equazione del luogo è 

(A - I ) a 2 + (B - /) g* + (0 - 1) 7 ’- ^ 0 , 

0, trasformando in coordinate Cartesiane, 

{A - I) x* + (B - 1) y 2 + (C - I ) z* = 0. 

Apparisce da questa equazione che i diametri principali del 
cono sono gli assi principali del corpo nel punto dato. 

La quantità data /deve essere minore del massimo e maggiore 
del minimo dei momenti A,B,C. Siano A,B,C disposti in ordine 
decrescente di grandezza; allora se J è minore di B, il cono ha 
la sua concavità rivolta verso l’asse C, se I è maggiore di B la 
concavità è rivolta verso l’asse A, se A—B il cono si riduce a 
due piani che coincidono con le sezioni circolari centrali dell’el- 
lissoide dei momenti nel punto 0. 

La particolarità geometrica di questo cono si ò che le sue se- 
zioni circolari in tutt’ i casi coincidono in direzione con le se- 
zioni circolari dell’ellissoide dei momenti il di cui centro è nel 
vertice. 

Questo cono si chiama un cono di eguali momenti pel punto 
nel quale è situato il suo vertice. 

22. Le proprietà dei prodotti d’inerzia di un corpo rispetto a 
diverse coppie di assi non sono così utili da richiedere una com- 
pleta discussione. I teoremi seguenti serviranno come esercizii. 
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(1) Essendo dato un punto qualunque 0 ed un piano qualun- 
que condotto per esso, si possono sempre trovare due linee rette 
ad angoli retti Ox , Oy tali che il prodotto d’inerzia rispetto a 
queste linee sia zero. 

Queste sono gli assi della sezione dell’ ellissoide dei momenti 
nel punto 0 formata dal piano dato. 

(2) Se si prendono nello stesso piano due altre linee rette ad 
angoli retti Ox' , Oy' che formano un angolo 0 misurato nella di- 
rezione positiva con Ox, Oy rispettivamente, allora il prodotto 
d’inerzia F' rispetto ad (XP, Oy' è dato dall’equazione 

F' = ~ sen20 (A — B ) , 

Li 

dove A, B sono i momenti d’inerzia rispetto ad Ox, Oy. 

(3) Se I è il momento d’inerzia rispetto ad una linea qualun- 
que in questo piano che fa un angolo 0 con Ox, allora 

I = A cos 2 0 + B sen 2 6. 

Infatti la sezione dell’ellissoide dei momenti col piano è l’el- 
lisse che ha per equazione 

Ax 1 -f By 2 = s*, 

onde la proprietà segue immediatamente. 

(4) Siano (Xpw), (X'p.V) i coseni di direzione di due linee rette 
Ox' , Oy' ad angoli retti che passano per l’origine 0 e riferite 
agli assi principali in 0 come assi delle coordinate. Allora il 
prodotto d’inerzia rispetto a queste linee è 

F' = XX' Imx 2 -f pipi' Imy 2 + vv' hme 2 . 

Infatti siano ( x'y'z ') le coordinate di un punto qualunque (xyz) 
riferito ad Ox', Oy' e ad una terza linea Oz come nuovi assi delle 
coordinate. Allora 

x' = Xx -{- pii/ -f vz, ed y’ = a'x + p.h/ 4- v'#. 

Quindi, essendo F'—'Lmx'y’ , il teorema ne segue con la sem- 
plice moltiplicazione. 

Poiché XX'-f-p.p.'-t-vv'^0, abbiamo 

- F' = All' + B[j pi' + CW. 

(5) Se (X’j.v) sono i coseni di direzione di un asse Ox', allora i ' 
coseni di direzione (X'p.V) di un altro asso Oy' ad angoli retti 
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tale che il prodotto d’inerzia rispetto ad O.r', Oy' sia zerp, sono 
dati dalle equazioni <r * * 




V 




(B - C) jav (0 - A) vX (A - B) li 
Infatti da (4) le equazioni per trovare X'p.V sono 


AXX' -f B\i\ìJ -r CW = 0, ] 

XX' + p.p/ + vv' = 0, 1 

dalle quali segue il teorema con la moltiplicazione in croce. 

Da (1) questo è equivalente al teorema geometrico. Dato un 
raggio vettore Ox' di un ellissoide, trovare un altro raggio vet- 
tore Oy' tale che Ox' , Oy’ siano diametri principali della sezio- 
ne x' Oy’. 

(6) Siano (Imn) i coseni di direzione di una data linea retta 
qualunque Oz', e siano JD' } E' i prodotti d’inerzia rispetto ad 
Oz', Oy'\ Oz' , Ox', dove Ox', Oy' sono due linee rette qualunque 
ad angoli retti. Allora girando Ox Oy ' intorno ad Oz', D' ì -\-E' i 
è costante, e 

Infatti da (4), 

— I)' — ylZX + Bm]i -f Cnv, 


- E ” = ATI' + Bm li' + CW; 


onde J5 , *+E'*==^*Z 2 (XHX , *)-h2^Zw(Xp+XV)+etc. 

Ma X 2 + X' 2 = 1 - l* = m- + ^ 

X[JL -f X'jJl' rr — lm, j 

onde con la sostituzione il teorema ne segue immediatamente. 

(7) Se A', B' sono i momenti d’inerzia rispetto ad Ox' , Oy' , 
allora girando Ox ' , Oy' intorno ad Oz' , il valore di A'JB'-F' 1 è 
costante, ed 

A'B' - F' 2 = BCT- + CAm* + ABn 1 . 


ESEMPII. 

1. Il momento d’inerzia di un arco di un circolo il di cui rag- 
gio èffe che sottende un angolo 2a al centro 

(«■) rispetto ad un asse pel suo centro perpendicolare al suo 
piano —Ala 1 , 
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I 

rispetto ad un asse -pel suo punto medio perpendicolare 
aliano 

^ (tf) dispetto al diametro che bisega l'arco 

/ sen 2a\ a 1 

■ ■ = *v—*rh- 

0 * • 

% • 

• " 

2. Il momento d'inerzia della superficie di un emisfero di rag- 
gio a e di massa 31 rispetto al diametro perpendicolare alla base 

v 7,r 2 « 2 * • 

3. Se ciascun elemento dell’area di un triangolo ABC sì mol- 
tiplica per l’tt ,na potenza della sua distanza da una linea retta 
condotta per un vertice A, allora la somma dei prodotti ò 


2A 


r 


-H __ V »i-M 

I 


(/i -f- 1 )(ii + 2) 




dove v sono le distanze dei vertici B } C dalla linea retta che 
passa pel vertice A, e 1 è l’area del triangolo. 

4. Il momento d’inerzia di un cono retto di massa 31 rispetto 

Q 

all’ asse ò 31 -- l 2 . Quello rispetto ad una linea retta condotta pel 

vertice perpendicolarmente all’asse è il/ ^ ( ar-\—r ), e rispetto* 
3 Ga 2 +& 2 b V 4 / 

ad un lato 31 — - — — b- dove a è l’ altezza del cono e b il rag- 

• 20 ° 

gio della base. 

5. Il momento d’inerzia della parte dell’area di una parabola 

tagliata da un’ordinata qualunque alla distanza x dal vertice è 

3 . y- 

31- x 2 rispetto alla tangente nel vertice, ed 31 rispetto al 

* . . . « ° 
diametro principale, dove y è l’ordinata corrispondente ad x. 

G. Il moménto d’inerzia dell’area della lemniscata r 2 =a 2 cos2G 
rispetto ad una linea condotta per l’ origine nel suo piano e per- 


pendicolare al suo asse è 3L 


3u+8 
18 


a 2 . 


7. Il momento d’inerzia di un triangolo rispetto ad una li- 
nea perpondicolare al suo piano pel suo centro di gravità è 
31 * 

— (a 2 +& 2 -(-c 2 ), dove «, b, c sono i lati del triangolo. 

oo * • * 

II. 18 
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« 

8. Il momento d’inerzia di un’ area ellittica rispetto ad un 

a-b 2 

diametro qualunque di cui la lunghezza è 2 r è . L’ellisse 

dei momenti nel centro di gravità dell’area e che giace nel suo 
piano è l’ellisse stessa. 

9. Se sono i raggi di girazipne di una lamina ellittica ri- 
spetto a due diametri coniugati qualunque 

« 

+ 

10. Tre elementi ciascuno un sesto della massa di un’area el- 
littica siano situati uno in una estremità dell’ asse maggiore e 
gli altri due nelle estremità dell’ ordinata che bisega il semiasse 
maggiore, ed un quarto elemento la di eni massa è la metà di 
quella dell’area sia situato nel centro di gravità. Allora i mo- 
menti ed i prodotti d’inerzia del sistema dei quattro elementi e 
dell’area ellittica sono gli stessi per qualunque asse. 

11. Trovare il momento d’inerzia di un ellissoide eterogeneo 
rispetto all’asse maggiore; gli strati di eguale densità essendo 
ellissoidi simili concentrici, e la densità lungo l’asse maggiore 

2 

variando come la distanza dal centro. Il risultato è M~ (ò 2 +c 2 ). 

i/ 

12. Trovare il momento d’inerzia di un’ellisse eterogenea ri- 
spetto all’asse minore, gli strati di eguale densità essendo ellissi 
omofocali, e la densità lungo l’asso minoro variando come la di- 
stanza dal centro. Il risultato è 




. . ' ‘ - 3ilf (a 5 - c 3 ) - 5 a 3 (q* - c 2 ) 

20 (a A — c ;l ) — 3 a ( a 2 — c 2 ) * 

i 

dove a è il semiasse maggiore, e c la metà della distanza tra i 
fuochi. 


13. Ogni prodotto d’inerzia come I) non può numericamente 

i 

essere tanto grande quanto — . 

UÀ m 


14. Se A, B , F sono i momenti ed il prodotto d’inerzia di una 
lamina rispetto a due assi rettangolari qualunque nel suo piano, 
dimostrare che AB ò maggiore di F 2 . 

15. Se ABC, T)EF sono i momenti ed i prodotti d'inerzia ri- 
spetto ad assi rettangolari qualunque che s’ incontrano in un 
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punto 0, dimostrare che 

(il + B - C) (B + C - A) > 4J3 2 , 

{A A B - C)(B+C - A) (C -r A - B)> 8DEF . 

16. Una lamina è limitata da quattro iperboli rettangolari, 
due di esse hanno gli assi delle coordinate per asintoti, e le altre 
due hanno gli assi per diametri principali. Dimostrare che la 
somma dei momenti d’inerzia della lamina rispetto agli assi 
coordinati è 


dove aa', sono i semiassi delle iperboli. 


17. Una lamina ò limitata in due lati da due ellissi simili, il 
rapporto degli assi in ciascuna essendo m , e negli altri due lati 
da due iperboli rettangolari, il rapporto degli assi in ciascuna es- 
sendo n. Queste quattro curve hanno i loro diametri principali 
secondo gli assi delle coordinate. Dimostrare che il prodotto 


. . ,, -t • . .. , « » Ct ) ^ / 

d inerzia rispetto agli assi coordinati e r— — - — 5 — — 5 — 

1 ° 8 (m 2 + n 2 ) 

asc', sono i semiassi maggiori delle curve. 


, dove 


18. So duo figure piane hanno la stessa ellisse dei momenti 
nel loro centro di gravità, accadrà lo stesso per le loro proiezioni. 

Dedurre da ciò elio V ellisse dei momenti di un triangolo ò 
l’ ellisse che tocca i lati nei loro punti di mezzo. 


Sezione II. Sulle Posizioni degli Assi Principali 

di un Sistema. 

23. Drop. Essendo data una linea retta si cerca di trovare in 
guai punto della sua lunghezza essa è un asse principale del si- 
stema, e se un tal punto esiste trovare gli altri dice assi princi- 
pali in quel punto. 

Si prenda la linea retta come asse delle z, ed un punto qua- 
lunque 0 in essa come origine. Sia C il punto nel quale essa è 
un asse principale, e siano Cx\ Cy’ gli altri due assi principali. 

Sia CO 0= angolo tra Cx ' ed Ox. Allora 

x' = x cos 0 + y senO 
y' = — x senO -f y cosG 
z' = z — h 
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Quindi ' Znix'z' — cosO Imxz + senO lmyz 

— li (cosO Imx + scnO Imy) 

lmy'z f — — senO Imxz -f- cosO lmyz j 
— li (— senO Swiaj + cosO Imy) j 


0 (1) 


= 0 . 


( 2 ) 


Imx'y' — Im {y 1 -- x *) 


sen20 


-f- Imxy cos2Q = 0 (3) 


L’ ultima equazione mostra che 


tan20 zz 


21mxy 
Im (x i — y 1 ) 


( 4 ) 


2J 1 

~B~~A Ì 

secondo la notazione precedente. 

Le equazioni (1) e (2) debbono essere soddisfatte dallo stesso 
valore di li. Questo dà come condizione affinchè l’asse delle £ sia 
un asse principale in un punto della sua lunghezza, 

Imxz Imy = lmyz Imx. 

Sostituendo in (1) abbiamo 


lmyz Imxz 
Imy Imx 



L’equazione (5) esprime la condizione affinchè l’asse delle z 
sia un asse principale in un punto della sua lunghezza; cd il 
valore di li dà la posizione di questo punto. Le posizioni degli 
altri due assi principali si possono allora trovare con 1* equa- 
zione (4). 

Per determinare il significato geometrico di questa condizione, 
si faccia passare il piano delle xz per il centro di gravità del 
corpo. Allora abbiamo Imy— 0, e l’equazione diviene 

Imx lmyz — 0. 


Uno di questi fattori deve essere zero. Affinchè li sia finito , 
dobbiamo avere lmyz— 0. Si costruisca l’ellissoide dei momenti 
nel centro di gravità. Per l’ Art. 12 la sua equazione riferita ad 
assi delle coordinate paralleli a Cx, Cy , Cz } è 

AX 2 + BY- + CZ 2 - 2EZX - 2 FXY- s\ 
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secondo la notazione precedente. Il coefficiente D di YZ ò zero, 
poiché per l’ Art. 8 

Zmyz = D -f Zin -y'z' , 

» 

L’ equazione di una sezione parallela al piano yz è 


BY 2 + CZ Z = e\ 


che è un’ellisse riferita ai suoi diametri principali come assi. 
Quindi, affinchè una linea retta sia un asse principale in impunto 
non infinitamente lontano, essa deve essere parallela ad uno dei 
diametri principali della seziono dell’ ellissoide dei momenti nel 
centro di gravità, fatta da un piano perpendicolare al piano che 
contiene l’asse ed il centro di gravità. 

Se Ymxz— 0 e ~myz — 0, le equazioni (1) e (2) sono entrambe 
soddisfatte da Ji= 0. Queste sono perciò le condizioni necessarie 
e sufficienti affinchè l’ asse delle z sia un asse principale nell’ o- 
rigine. 

O 


* Se il sistema è una lamina piana e l’ asse delle z è una nor- 
male al piano in un punto qualunque, abbiamo z— 0. Quindi le 
condizioni Ymxz = 0 o ~myz— 0 sono soddisfatte. Perciò uno degli 
assi principali in un punto qualunque di una lamina è la nor- 
male al piano in quel punto. 

Nel caso di una superficie di rotazione limitata da piani per- 
pendicolare all’asse, l'asse è un asse principale in ogni punto 
della sua lunghezza. 

Ancora l’equazione (4) ci abilita, quando è dato un asse prin- 
cipale, a trovare gli altri due. Se 0=a è il primo valore di 0, tutti 


gli altri sono inclusi in 0=a+M^; quindi tutti questi valori dan- 


no solamente gli stessi assi sovrapposti. 


24. Poiché (4) non contiene li, apparisce che se l’asse delle z 
è un asse principale in più di un punto, gli assi principali in 
quei punti sono paralleli. Ancora, in quel caso (5) deve essere 
soddisfatta da più di un valore di li. Ma siccome li entra sola- 
mente alla prima potenza, ciò non può accadere a meno che 
non sia 

Zmx — 0, !my — 0, 

Zmxz = 0 , Ymyz = 0 ; 


sicché f asse deve passare pel centro di gravità ed essere un asso 
principale nell’origine, e perciò (essendo l’origine arbitraria) un 
asse principale in ogni punto delia sua lunghezza. 
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Se gli assi principali nel centro eli gravità si prendono come 
assi delie x, y, (1) e (2) sono soddisfatte per tutt’i valori di li. 
Quindi, se una linea retta è un asse principale nel centro di gra- 
vità, essa ò un asse principale in ogni punto della sua lunghezza. 

25. Prop. Date le posizioni degli assi principali Ox, Oy, Oz 
nel centro di gravità 0, ed i momenti d' inerzia rispetto ad essi, 
trovare le posizioni degli assi principali in un punto qualunque 
P nel piano delle xz, ed i momenti d’inerzia rispetto a questi assi. 

Sia la massa del corpo presa come unità, e siano A, B i mo- 
menti d’inerzia rispetto agli assi Ox, Og, dei quali supporremo 
A il maggiore. 

Si prendano due punti S ed JI nell’ asse delle x da ciascuna 
parte dell’origine sicché 

OS - OH - VZTB. 

* 

Allora poiché questi punti sono in uno degli assi principali noi 
centro di gravità, gli assi principali in S ed 11 sono paralleli agli 
assi delle coordinate, ed i momenti d’inerzia rispetto a quelli nel 
piano delle xy sono rispettivamente A e B+OS^—A, e questi es- 
sendo eguali, ogni linea retta condotta per S o li nel piano delle 
xy é un asse principale in quel punto, ed il momento d’inerzia 
rispetto ad essa è eguale ad A. 

Se P ò un punto qualunque nel piano delle xy, allora uno degli 
assi principali in P sarà perpendicolare al piano delle xy. Infatti 
se j>, q sono le coordinate di P, le condizioni affinché questa li- 
nea sia un asse principale sono 

Im {x —p) z = 0 | 

(y — q) z — 0 j ’ 

le quali sono evidentemente soddisfatte poiché il centro di gra- 
vità è l’origine, c gli assi principali sono gli assi delle coordinate. 

Oli altri due assi principali si possono trovare così. Se due li- 
nee rette che s’ incontrano in un punto P sono tali che i momenti 
d’ inerzia rispetto ad esse sono eguali, allora purché esse siano in 
un piano principale gli assi principali in V Insegano gli angoli 
tra quelle linee rette. Infatti se col centro P si descrive l’ellisse 
dei momenti, allora gli assi di questa ellisse Insegano gli angoli 
tra due raggi vettori eguali qualunque. 

Si congiungano SP ed 7/P; i momenti d’ inerzia rispetto ad 
SP , IIP sono eguali ad A. Quindi, se PG c PT sono le biset- 
trici interna cd esterna dell’ angolo SPH\ PG, PT sono gli assi 


Digitized by Google 


SUGLI ASSI PRINCIPALI. 


143 


<* 

principali in P. Se quindi con S ed H come fuochi si descrive 
un’ ellisse' o uri iperbole qualunque , la tangente e la normale in 
ogni punto sono gli assi principali in quel punto. 



26. Si prenda una linea retta qualunque MN condotta per l’o- 
rigine, che faccia un angolo 0 con l’asse delle x. Si tirino SM, UN 

perpendicolaii ad MN. Il momento d’inerzia rispètto ad essa è 

•» 

= A cos 2 G A B sen 2 0 
= A — (A — B) sen 2 0 
= A — (OS senO) 2 
= A-SMK 

Per P si tiri PT parallela ad MN, e siano SY ed JFZ le perpen- 
dicolari su di essa da S ed H. Il momento d’inerzia rispetto a 
PT ò allora 

= momento rispetto MN + MY 1 
= Ay (MY- SM) {MY A SM) 

— A A SY-HZ, 


Nello stesso modo si può dimostrare elio il momento d’inerzia, 
rispetto ad una linea P6r che passa tra 7/ ed S ò minore di A di 
quanto è il prodotto delle perpendicolari da S ed 11 sopra PG. 

Se quindi con S ed li come fuochi si descrive uri ellisse o uaiì- 
peritole qualunque , il momento d' inerzia rispetto ad una tangente 
(qualunque dell' una o dell* altra di queste curve è costante. 

Segue da ciò che i momenti d’inerzia rispetto agli assi princi- 
pali in P sono eguali a B \- 

assi dell’ ellisse abbiamo 

« 2 _ li - OS » = A - B, 


(S| 


sp±HPy . 

^ J . Intatti se a c u sono gli 
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e quindi 

/ SP 4- //ZA 2 

A + SY-HZ = A-\- b* = B + a* = JÌ + l- — ) , 

c l’iperbole si può trattare nello stesso modo. 

-.27. Questo ragionamento si può estendere a punti che giaccio- 
no in un dato piano qualunque condotto .pel centro di gravità O 
del corpo. Siano Ox, Oy gli assi nel dato piano tali che il pro- 
dotto d'inerzia rispetto ad essi sia zero (Art. 22). Si costruiscano 
i punti S ed II come sopra sicché OS* ed OH 2 sono eguali alla 
differenza dei momenti d’inerzia rispetto ad Ox ed Oy. Si tiri 
Sy* parallela per S all’asse delle y , il prodotto d’inerzia rispetto 
ad Si r, Sy 1 è eguale a quello rispetto ad Ox , Oy insieme col pro- 
dotto d’inerzia dell’intera massa riunita in 0. Tutti e due que- 
sti sono zero, quindi l’ellisse dei momenti in S è un circolo, ed 
il momento d'inerzia rispetto ad ogni linea retta condotta per S 
nei piano xOy è lo stesso ed eguale a quello rispetto ad Ox. Pos- 
siamo allora mostrare che i momenti d’ inerzia rispetto a PII e 
PS sono eguali; sicché PG Ì PT, le. bisettrici interna ed esterna 
dell’angolo SPI! , sono i diametri principali dell’ ellisse dei mo- 
menti in P. Ne segue ancora che i momenti d’ inerzia rispetto 
alle tangenti di una conica di cui i fuophi sono S ed II sono 
eguali * 

23. Date te posizioni degli assi principali OA, 013, OC nel 
centro di gravità 0 ed i momenti d’inerzia A, 11, C rispetta ad 
essi , trovare le posizioni degli assi principali ed i momenti prin- 
cipali in ogni altro punto P. 

Si costruisca una quadrica omofocale con 1* ellissoide di gira- 
zionc in 0, e siano i quadrati dei suoi assi A + X, D-\-\> G'+X, la 
massa del corpo essendo presa come unità. Sia OZ la perpendi- 
colare da 0 sopra un piano qualunque condotto per P tangente 
a questa quadrica, e tagli OZ in Y il piano parallelo condotto 
tangente all’ellissoide di girazione. Siano (Imn) i coseni di dire- 
zione della linea-retta. OYZ, allora 

OZ 2 = (A + X) V + (2? +X) m* + (C + X) »*, 

0 m 

OY 2 = Al 2 + Dm* -p Cn 2 ; 
onde * OZ* — OY 1 — X. 


Il momento d’inerzia rispetto ad OYZ per j — OY 2 
r Art. 19 ) = 

quindi il momento d’ inerzia rispetto a PL 
parallela ad OYZ condotta per P 


OZ 2 -X; 

= OZ* f PZ 2 ~X 
= OP*-l. 
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Questo è lo stesso pei* tutt’ i piani tangenti che si possono ti- 
rare per P a toccare una quadrica qualunque pmofocale. Quindi 
il momento d’ inerzia rispetto ad una normale qualunque in P al 
cono il di cui vertice è P e che inviluppa una quadrica qualun- 
que omofocale con l’ ellissoide di girazione in 0 è costante ed‘ 
= OP 2 -X.- 

Queste normali costituiscono il cono reciproco del cono invi- 
luppante, e si dimostra nella Geometria a tre coordinate che i 
diametri principali di un cono e del suo cono reciproco coincido- 
no in direzione. Quindi per l’Art. 21 , gli assi principali del corpo 
in P sono i diametri principali del cono il eli cui vertice è P e 
che inviluppa una quadrica qualunque omofocale con l’ellissoide 
di girazione nel centro di gravità. 

29. Consideriamo i due casi estremi di questa proposizione. 

l.° Si costruisca una quadrica omofocale con l’ellissoide di 
girazione e che passi per P. Il cono inviluppante diviene un 
piano tangente, ed un diametro principale è la normale alla qua- 
drica. Quindi i tre assi principali del corpo nel punto P sono le 
tre normali alle tre quadriche che si possono condurre per P omo- 
focali con l’ ellissoide di girazione. Siano X, , X 2 , X ff i parametri 
di quelle tre quadriche, allora per quello che precede, i momenti 
principali sono rispettivamente OP 2 — X, , OP 2 — X 2 , OP 2 — X 3 . 

Se vogliamo usare solamente una quadrica, possiamo consi- 
derare 1’ ellissoide omofocale condotta per P. Sappiamo (per la 
Geometria a tre coordinate) che le normali -alle altre due qua- 
driche omofocali sono tangenti alle linee di curvatura sull’ellis- 
soide, e sono anche parallele ai diametri principali della sezione 
diametrale fatta da un piano parallelo al piano tangente in P. 
E se D i D 2 sono questi semidiametri principali, sappiamo che 

X 2 — Xj jDj 2 , X 3 = X, — J 0 2 2 . 

Quindi, se per un punto qualunque P descriviamo la quadrica 

x 2 y 2 , z 2 _ . 

JTx + ìT+x + c+T " ’ 

» 

gli assi delle coordinate essendo gli assi principali nel centro di 
gravità, allora gli assi principali in P sono la normale a questa 
quadrica, e le parallelo agli assi della sezione diametrale fatta 
da un piano parallelo al piano tangente in P. E se questi assi 
sono 2 J) l e 2 P 2 , i momenti principali in P sono 

OP 2 - X,. OP 2 -X-f P, 2 , OP 2 - X + P 2 2 . 

Siccome dovremo spesso riferirci alle quadriche omofocali con 

II. _ 19 - 


140 


SOPRA I MOMENTI D INERZIA. 


l’ellissoide di girazione nel centro di gravità, le chiameremo- le 
quadriche sussidiarie . 

30. 2.° Consideriamo l’altro caso estremò della proposizione 
nell’ Art. 28. Diminuisca la quadrica omofocale finché diventi 
una conica focale, allora gli assi principali di un sistema in P 
sono i diametri principali di un cono il cui vertice è P e di cui 
la base è una conica focale dell’ ellissoide di girazione nel centro 
di gravità. 

I coni di momenti eguali in P sono omociclici, quindi i loro 
coni reciproci sono omofocali. Questi sono i coni il di cui vertice 
comune ò P, e che inviluppano una quadrica sussidiaria qualun- 
que. Cosi i due coni il di cui vertice è P, e le di cui basi sono 
le coniche focali reali sono omofocali e quindi ancora si tagliano 
tra loro ad angoli retti. 

31. Gii assi delle coordinate essendo gli assi principali nel 
centro di gravità si cerca di esprimere la condizione affinchè una 
data linea retta qualunque sia un asse principale in qualche punto 
della sua lunghezza e di trovare quel punto. • 

Siano le equazioni della data linea retta . 

■ x-f y -g z-h ^ 


l m n 

allora essa deve essere normale alla quadrica 


+ 


V 1 


+ 


s 2 


= 1 


( 2 ) 


,/1 + X JB + X C + X 
nel punto nel quale la linea retta ò un asse principale. 

Quindi paragonando le equazioni della normale a (2) con (1), 
abbiamo 


x 


A + X 


= 1 *1 


y 


p + x 

z 

un 


- = {A ni 


( 3 ), 


lift 


queste sei equazioni debbono essere soddisfatte dagli stessi va- 
lori di x, y } z , X e pi. 

Sostituendo per x , y , z da (3) in (1), otteniamo 

A'), -y = Jlg - 9 - = Cu-- , 

‘ l r « • n ’ 
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eliminando p. da queste ultime equazioni abbiamo 

f __ £ 9 _ h 'h __ f 

■ l m m n n l * /<Blx * 

= ~B^C = C-~A = ^ 

Queste chiaramente equivalgono ad una sola equazione, che 
è la condizione richiesta affinchè una linea retta sia un asse prin- 
cipale in qualche punto della sua lunghezza. 

Sostituendo per #, y, z da (3) in (2), abbiamo 

X ( l 2 + m- -f- n 2 ) = \ — (Al- -f Bm 2 -f Cn 2 ) , 

r* 

che dà un valore solamente per X. I valori di X e ;jl essendo stati 
trovati, le equazioni (3) determineranno a*, y , £, le coordinate 
del punto nel quale la linea retta è un asse principale. 

Il significato geometrico di questa condizione si può trovare 
con le seguenti considerazioni, che sono state date dal Sig. Town- 
send nel Mathemalical Journal. La normale ed il piano tangente 
in ogni punto di una quadrica incontreranno un piano principale 
qualunque in un punto ed in una linea retta, che sono polo e 
polare rispetto alla conica focale in quel piano. Quindi per tro- 
vare se una data linea retta è un asse principale o pur no, si tiri, 
un piano qualunque perpendicolare alla linea retta, e si prolun- 
ghino la linea retta ed il piano sino ad incontrare un piano prin- 
cipale qualunque nel centro di gravità. Se la linea d’ interse- 
zione del piàno è parallela alla linea polare del punto d’interse- 
zione della linea retta rispetto alla conica polare, l’asse sarà un 
asse principale, altrimenti non sarà tale. Ed il punto nel quale 
la data linea retta è un asse principale si può trovare conducendo 
un piano per la linea polare perpendicolarmente alla linea retta. 
Il punto d’intersezione è il punto richiesto. 

La condizione analitica (E) esprime esattamente il fatto che 
la linea polare è parallela all’ intersezione del piano. 

32. Il teorema seguente è dovuto anche allo stesso autore. 

Siano due punti P,Q situati in modo che un asse principale 
in P interseghi un asse principale in Q. Allora se si tirano in P 
e Q due piani perpendicolari a questi assi principali, la loro in- 
tersezione sarà un asse principale nel punto dove essa è tagliata 
dal piano che contiene gli assi principali in P e Q. 

Infatti gli assi .principali in P, Q incontrino* un piano princi\ 
pale qualunque nel centro di gravità in p, ed i piani perpen- 
dicolari interseghino lo stesso piano principale in LN, MN. In- 
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oltre i piani perpendicolari s’interseghino in BIST. Allora B2F ò 
perpendicolare al piano che contiene i punti P, Q, p, q. Inoltre 
poiché le polari di p e q sono LN Ì MN , ne segue che pq è la po- 
lare del punto N. Quindi la linea retta BIT soddisfa al criterio 
dell’ ultimo Articolo. 

33. Trovare il luogo dei punti dove due momenti principali 
éT inerzia sono eguali tra loro . 

I momenti principali in un punto qualunque P sono 


I t = OP 2 - X, I 2 = OP 2 - X + P* 2 , J 3 = OP 2 - X + P, 2 . 

Se eguagliamo 7, ed I 2 abbiamo P,=0, ed il punto P deve 
giacere sulla conica focale ellittica dell’ ellissoide di girazione. 

Se eguagliamo I 2 ed 7 3 abbiamo P,— P.,, sicché P è unumbi- 
lico di un ellissoide qualunque omofocale con l’ellissoide di gi- 
razione. Il luogo di questi umbilichi è la conica focale iperbolica. 

Nel primo di questi casi abbiamo X=-C, e P 2 è. il semidia- 
metro della conica focale coniugato ad OP. 

Quindi 2) 2 2 -\- OI J2 = somma dei quadrati dei semiassi 

i 


• I tre momenti principali sono perciò 

/, = /,= OP* + C; ) 

I 3 = A + S-C', f . 

e l’asse del momento disuguale è tangente alla conica focale. 

Il secondo caso si può trattare nello stesso modo usando un 
iperboloide omofocale, abbiamo perciò 

/ 2 = 7 3 — OP 2 4- B y | 

I 2 = A + C - B, ) 


e l’asse del momento disuguale ò tangente alla conica focale. 


34. Trovare le curve sopra una quadrica sussidiaria qualun- 
que per 'le quali i momenti principali cV inerzia sono eguali ad 
una data quantità I. 


l.° Tutti quei punti nei quali il momento principale rispetto 
alla normale è 'costante si trovano facendo 7, eguale alla data 
quantità. Ciò dà.OP costante, e quindi la curva richiesta è l’ in- 
tersezione di una sfera con una quadrica. Questa curva si chia- 
ma una conica sferica. 


SUGLI ASSI PRINCIPALI. 


149 


2 .° Tutti quei punti nei quali il momento principale rispetto 
ad una tangente è costante si trovano facendo I 2 o J 3 eguale alla 
data quantità. Sia r la distanza OP, a, l), c siano i semiassi della 
quadrica, e p la lunghezza della perpendicolare dal centro di 
gravità sul piano tangente in Pr Allora 

9 

CfT» 1 \ 

D ì D. 1 p = ale, ■ ! 

r- + X>, 2 + D, 2 = a 2 + V- + c 2 .) 

Quindi X, = r 2 + X>, 2 - X 


a ì -f + c- — X 


« s 6*c* 


Sappiamo che lungo una linea qualunque di curvatura pD x ò 
costante. Quindi i momenti d’ inerzia rispetto alle tangenti ad 
una linea qualunque di curvatura sono eguali tra loro. queste 
tangenti sono assi principali nei punti di contatto. 

Nel piano che contiene I 2 , e pel loro punto d’intersezione 
si tiri una linea retta qualunque che faccia un angolo 9 con l’asse 
J 2 . Questa linea retta non è in generalo un asse principale. Il 
momento d’inerzia rispetto ad essa, è 


— I x cos 2 ^ 4- / 2 sen-9 

— r 2 — a + D x 2 cos 2 ^ + P 2 2 sen 2 9 

— i' J ) D,* + l)i - X - DiDl ( 

P L 1) 1 


cos-9 sen-9 

~D* + Ut. 


dove Di il raggio vettore parallelo all’ asse /della sezione della 
quadrica fatta da un piano condotto pel centro parallelo al piano 
tangente in P. Ma sappiamo che lungo una linea geodetica qua- 
lunque pD ò costante. Quindi i momenti d’inerzia rispetto alle 
tangenti ad una linea geodetica qualunque sitila quadrica sono 
eguali tra loro. Queste tangenti non sono in generale assi prin- 
cipali nei punti di contatto. 

35 . Il luogo di tutti quei punti nei quali uno dei momenti 
principali d’inerzia del corpo è costante si chiama una superficie 
di eguali momenti. 

Per trovare l’equazione di una tale superficie abbiamo sola- 
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mente da porre I t costante, questo dà \~r 2 —I. Sostituendo nel- 
r equazione della quadrica sussidiaria, l’equazione della super- 
ficie diviene 

x 2 V 2 z 1 _ * 

x^+y^+z'+A— 1+ x i +y--rZ' l +B— I x 2 -\-y 2 +z-+C—I 

Per un punto qualunque P sulla superficie di eguali momenti 
si descriva la quadrica sussidiaria tale che l’asse principale sia 
una tangente ad una linea di curvatura sulla quadrica. Per 
r Art. 34 una delle intersezioni della superficie di eguali mo- 
menti con questa quadrica è la linea di curvatura. Quindi Tasse 
principale in P rispetto al quale il momento d* inerzia è I è una 
tangente alla superficie di eguali momenti. 

Ancora, si costruisca la quadrica sussidiaria per P tale che 
l’asse principale sia una normale in P, allora una delle interse- 
zioni della superficie dei momenti con questa quadrica è la co- 
nica sferica per P. La normale alla quadrica, essendo Tasse prin- 
cipale, si è ora dimostrato essere una tangente alla superficie. 
Quindi il piano tangente alla superficie di eguali momenti, è il 
piano che contiene la normale alla quadrica e la tangente alla 
conica sferica. 

Per condurre la perpendicolare dal centro 0 su questo piano 
tangente, possiamo seguire la regola degli elementi di Geome- 
tria. Si prenda PP' tangente alla conica sferica, si tiri la per- 
pendicolare da 0 sopra PP', questa è il raggio vettore OP, poi- 
ché PP' è tangente alla sfera. In P nel piano tangente si tiri la 
perpendicolare a PP', questa è la normale 1*Q alla quadrica. I)a 
0 si tiri la perpendicolare OQ su questa normale, allora OQ è 
normale al piano tangente. Quindi questa costruzione, 

Se P è un punto qualunque sulla superficie di eguali momenti 
il di cui parametro è I, ed OQ la perpendicolare dal centro sul 
piano tangente , allora PQ c V asse principale in P rispetto al 
(quale il momento d' inerzia è la quantità costante I. 

. La superficie di eguali momenti diviene la superficie delle onde 
di Fresnel quando I è maggiore del più grande dei momenti 
principali d’inerzia nel centro di gravità. La forma generale della 
superficie è troppo bene conosciuta per aver bisogno qui di una 
minuta discussione. Essa consiste di due falde, che diventano 
una sfera concentrica ed uno sferoide quando due dei momenti 
principali nel centro di gravità sono eguali. Quando i momenti 
principali sono disuguali, vi sono due singolarità nella superficie. 

(1) Le due falde s’ inter segano in un punto P nel piano dei 
momenti massimo e minimo. In P vi è un cono tangente alla su- 
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perfide. Si tiri un piano tangente qualunque a questo cono, e sia 
. OQ la perpendicolare dal centro di gravità 0 su questo piano 
tangente. Allora PQ è un asse principale in P. Così vi sono in- 
finiti assi principali in P poiché si possono tirare infiniti piani 
tangenti al cono. Ma in un punto dato, non vi possono essere più 
di tre assi principali a meno che due degli assi principali non 
siano eguali, ed allora il luogo degli assi principali ò un piano. 
Quindi il punto P ò situato sopra una conica focale, ed il luogo 
di tutte le linee PQ ò il piano normale alla conica. Il punto Q 
giace sopra una sfera il di cui diametro è OP, quindi il luogo di 
Q è un circolo. 

(2) Le due falde hanno un piano tangente comune che tocca 
la superficie lungo una curva. Questa curva ò un circolo il di cui 
piano è perpendicolare al piano dei momenti massimo e minimo. 
Sia OP' la perpendicolare da Q sul piano del circolo, allora P' è 
un punto del circolo. Se li è un altro punto qualunque del cir- 
colo l’asse principale in P è IIP'. Così vi è un anello circolare 
di punti in ciascuno dei quali V asse principale passa per lo stesso 
punto ed i momenti d’inerzia rispetto a questi assi principali 
sono tutti eguali. 

L’ equazione della superficie di eguali momenti si può anche 
usare allo scopo di trovare i tre momenti principali in un punto 
qualunque di cui sono date le coordinate ( xyz ). Se liberiamo l’e- 
quazione dalle frazioni, abbiamo un’equazione cubica per deter- 
minare /le di cui radici sono i tre momenti principali. 

Così si voglia trovare il luogo di tutti quei punti in un corpo 
nei quali una funzione simmetrica qualunque dei tre momenti 
principali sia eguale ad una data quantità. Possiamo esprimere 
questa funzione simmetrica in termini dei coefficienti con le re- 
gole ordinarie, e si troverà cosi l’equazione del luogo richiesto. 

ESEMPII. 

1. Determinare le condizioni affinchè vi sia un punto in un 
corpo tale ehe il momento d’ inerzia rispettò ad un asse qualun- 
que condotto per quel punto sia sempre lo stesso. * 

Risultato. Due dei momenti principali nel centro di gravità 
debbono essere eguali e ciascuno deve essere minore del terzo 
momento principale. Vi sono allora due punti nell’asse del mo- 
mento disuguale che soddisfano alle condizioni. 

2. Oliassi principali di un triangolo rettangolo nell’angolo 


152 


ESEMP1I. 


retto sono, la perpendicolare al piano e due altre rette inclinate 

ai suoi lati sotto "li angoli - tan" 1 ? , .? , dove a e b sono i lati 

° ° 2 a 1 — b l 

del triangolo adiacenti all’ angolo retto. 

3. Gli assi principali di un quadrante di un’ellisse al centro 
sono, la perpendicolare al piano e due altre rette inclinate ai 

diametri principali sotto gli angoli - tan -1 - ■ , dove a e b 

sono i semiassi dell’ellisse. 


'4.1 diametri principali di un cubo in ogni punto P sono, la 
linea retta che con giunge P ad 0 centro di gravità /del cubo, e 
due linee rette qualunque in P perpendicolari a PO. 

5. Due elementi di massa m sono situati alle estremità dell’asse 
minore di un’area ellittica di massa M. Dimostrare che gii- assi 
principali in un punto qualunque del contorno dell’ ellisse sa- 

i in 5 fa- 

ranno la tangente e la normale all ellisse, purché — - z — 

D ’ 1 M 8 l.-2e- 

I a 

G. Se P è un punto qualunque in un piano principale nel cen- 
tro di gravità, allora ogni asse che passa per P, ed è un asse 
principale in qualche punto, giace in uno di due piani perpendi- 
colari. Uno di questi piani è il piano principale nel centro di 
gravità, e l’altro è il piano perpendicolare alla linea polare di P 
rispetto alla conica focale. 

7. Se P è un punto qualunque in un piano principale nel cen- 
tro di gravità, allora il luogo di tutt’i punti Q nei quali - QP è 
un asse principale è un circolo che passa per P ed ha il suo cen- 
tro nel piano principale. 


8. Lo spigolo di regresso della superficie sviluppabile che è 
l’ inviluppo dei piani normali ad una linea qualunque di curva- 
tura condotta sopra una quadrica sussidiaria è una curva tale 
che tutte le sue tangenti sono assi principali in qualche punto 
di ciascuna. 


9. Gli assi principali nel centro di gravità essendo gli assi delle 
coordinate, dimostrare che P ellissoide dei momenti nel punto 
( P> 2, r) è 

(A + (f- + >' 2 ) X* + (B + r* +2 )2 ) Y* + (C + jp* + a 2 ) X 2 
- 2 qrYZ - 2rpZX - 2 pqXY= e* 


quando si riferisce al suo centro come origine. 
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10. Mostrare che l’equazione cubica per trovare i tre momenti 
principali d’inerzia in un punto qualunque (pqr) si può scrivere 
nella torma di un determinante 


/-(M-t-flH** 2 ) IH rp 

.p ( l I-(B+r 2 +p 2 ) P' 
rp qr I-(C-\-p 2 +q 2 ) 



Se (Z, m ì n) sono proporzionali ai coseni di direzione dell’asse 
corrispondente ad uno qualunque dei valori di J, i loro valori si 
possono trovare dalle equazioni 


\ I - (A 4 - (£■ 4 r-) | l 4 - p r pn 4- rpn = 0 , ^ 
pql 4- ( I— (B 4 r 2 47 2 ) ! w* 4 qrn = 0, j- 
rpl + qrm + \ I— (C + p 2 4- q 2 ) \ n = 0. ) 


11. Se una superficie di eguali momenti interseglii una qua- 
drica omofocale con 1* ellissoide di girazione nel centro di gravi- 
tà, allora le intersezioni sono una conica sferica ed una linea di 
curvatura. Ma se la quadrica è un ellissoide, tutte e due queste 
non possono essere reali. 

12. Trovare il luogo di tutti quei punti in un corpo nei quali 

(1) la somma dei momenti principali sia eguale ad una data 
quantità 7; 

(2) la somma dei prodotti dei momenti principali presi a 
due a due, sia eguale ad J 2 ; 

(3) il prodotto dei momenti principali sia eguale ad I 3 . 

I risultati sono 


(1) una sfera il di cui raggio è \j 


jl— (A+B+C) 


217 


, Art. 8; 


(2) la superficie 

( x 2 + y- 4- £ 2 ) 2 4- (A 4 B 4- C) {x 2 4- y 1 4 £ 2 ) 
4- Ax 2 4 By 2 4- Cz 2 + AB 4- BC 4 CA 

t 

(3) la superficie 


= I 2 , Art. 35; 


A'B'C' - A'y 2 z 2 - BW - C’x 2 y 2 - 2 x 2 yH 2 = Z 5 , 

C\ 


dove 4' = Ì 4 ^ 2 4 ^, con simili espressioni per 7?', 
II. 


20 


154 


ESEMPI!. 


13. Dimostrare che il luogo di un punto P nel quale uno degli 
assi principali è parallelo ad una data linea retta è un’ iperbole 
rettangolare nel piano della quale giace il centro di gravità del 
corpo, ed uno degli asintoti è parallelo alla linea retta data. Ma 
se la data linea retta è parallela ad uno degli assi principali nel 
centro di gravità, il luogo di P è quell’ asse principale o il piano 
principale perpendicolare. 
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CAPITOLO II. 

Principio di D’ Alembert, etc. 

36. Un corpo rigido è una collezione di elementi materiali 
connessi insieme da relazioni geometriche invariabili. Il nostro 
primo tentativo quindi per determinare il moto di un tal corpo 
sarebbe di scrivere le equazioni del moto dei diversi elementi 
secondo i principii stabiliti nei trattati sulla Dinamica di un ele- 
mento, e poi di eliminare le reazioni ignote tra gli elementi, e 
così ottenere le equazioni del moto di un corpo rigido. 

Ma se cerchiamo di fare ciò, dobbiamo immediatamente fer- 
marci per la nostra ignoranza della natura delle azioni di un 
elemento su di un altro. Sarà necessario di fare alcune supposi- 
zioni rispetto a queste. 

Possiamo supporre prima, che l’azione fra due elementi è se- 
condo la linea che li congiunge; in secondo luogo , che l’azione e 
la reazione tra due qualunque sono eguali ed opposte. 

Le equazioni del moto di ciascun elemento separato si possono 
scrivere subito con queste supposizioni. Supponiamo che vi siano 
n elementi, allora vi saranno ‘òn equazioni, e come si mostra nei 
trattati sulla Statica , vi debbono essere almeno 3 n — 6 reazioni 
ignote. È chiaro quindi che dopo effettuata 1’ eliminazione non 
vi possono essere più di 6 equazioni risultanti libere dalle ignote 
reazioni. 

Ma se si scrivono le equazioni si vedrà che le reazioni entrano 
nelle equazioni in modo tale che possiamo sempre eliminarle, 
comunque numerosi siano gli elementi, ed ottenere sei equazioni 
risaltanti. 

Ma D’ Alembert propose un metodo col quale queste sei equa- 
zioni risultanti si possono ottenere senza scrivere le equazioni 
del moto dei diversi elementi, e senza fare alcuna supposizione 
sulla natura delle loro azioni scambievoli eccetto la seguente: 

Le azioni e reazioni interne di un sistema qualunque di corpi 
rigidi in movimento sono in equilibrio tra loro. 

37. Spiegare il Princìpio di D’ Alembert. 

Si consideri un elemento qualunque di uno dei corpi rigidi 
del sistema. Sia m la sua massa, (#,?/, #) siano le sue coordinate 
al tempo t rispetto ad assi rettangolari fissi qualunque. Sia F la 
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risultante -delle forze impresse, lì la risultante delle azioni in- 

, ' ‘ ‘ cPx 

terne sull’ elemento. Le accelerazioni dell’elemento sono 


dhj (Pz 
dP ’ JP 


dP * 


. Sia f la risultante di queste accelerazioni. 


Ora se supponiamo 1* elemento separato dal resto del corpo e 
sollecitato dalle forze F ed 11, la sua accelerazione sarà f. Ma, 
come si spiega nella Dinamica di un elemento, la forza che pro- 
durrebbe questa accelerazione è misurata da mf. Quindi mf si 
può chiamare la forza effettiva sull’ elemento m. E ne segue che 
se rivolgiamo questa in senso contrario, lo tre F , lì, mf sono in 
equilibrio. 

Possiamo applicare lo stesso ragionamento ad ogni elemento 
del sistema, ed avremo allora un gruppo di forze simili ad li , un 
gruppo di forze simili ad F, ed un gruppo di simili ad mf, agenti 
su di un gruppo di elementi connessi da relazioni invariabili, e 
questi tre gruppi formeranno un sistema di forze in equilibrio. 

Ora il principio di D’ Alembert assume che le reazioni interne 
tra gli elementi di un sistema di corpi rigidi sono tali che, prese 
tutte insieme, formano un sistema di forze in equilibrio. Questo 
equivale ad asserire che il gruppo li formerà esso stesso un si- 
stema di forze in equilibrio. Quindi n’o segue che il gruppo F 
sarà in equilibrio col gruppo mf. 

Quindi, se forze eguali alle forze effettive ma agenti in dire- 
zioni esattamente opposte fossero applicate in ciascun punto del 
sistema, esse sarebbero in equilibrio con le forze impresse. 

D’Alcmbert si esprime nel seguente modo: « Siano A,li,C, etc. 
i corpi che compongono il sistema, e supponiamo che siano loro 
stati impressi i movimenti a, b, c etc. che essi siano costretti, a 
motivo della loro azione scambievole, di cambiare nei movimenti 

a, b, c, etc. E chiaro che si può riguardare il movimento a im- 
presso al corpo A come composto del movimento a, che esso ha 
preso, e di un altro movimento a; che si possono similmente ri- 
guardare i movimenti b, c, etc. come composti dei movimenti 

b, p; c, etc. d’onde ne segue che il movimento dei corpi A , 
B, C , etc. tra loro sarebbe stato lo stesso, se in luogo di dar loro 
gl’ impulsi a, b, c, etc. si fossero dati ad un tempo i doppii im- 
pulsi a, a; b,p; etc. Ora per supposizione i corpi A, B, C etc. 
hanno preso da sè i movimenti a, b, c, etc. dunque i movimenti 
a, p, 7 , etc. debbono essere tali che non turbano affatto i movi- 
menti a, b, c etc. vaio a dire che se i corpi non avessero ricevuto 
che i movimenti a, p, etc. questi movimenti avrebbero dovuto 
distruggersi scambievolmente ed il sistema rimanere in riposo. » 


157 


PRINCIPIO DI d’aLEMBEKT, ETC. 

38. Nel principio di D’ Alembert non si è fatta alcuna' suppo- 
sizione sulla natura delle azioni tra gli elementi; quindi il prin- 
cipio è vero o che gli elementi siano rigidamente connessi tra 
loro o pur no. Possiamo, per esempio, applicare il principio al 
caso di un fluido in movimento o pure ad un corpo qualunque 
elastico e flessibile. 

Il principio è in realtà un’estensione della prima leggo del 
molo. Quella legge equivale ad asserire che le azioni molecolari 
degli elementi che costituiscono un corpo non affettano il moto 
di traslazione di quel corpo. Il principio di D T Alembert asserisce 
inoltre che esse non affettano il suo movimento quando quel mo- 
vimento consiste di una combinazione di un moto di traslazione 
con uno di rotazione. 

La verità del principio non si può stabilire con ragionamento 
astratto. Esso si deve considerare come poggiato sull’evidenza 
sperimentale, o piuttosto su quella pruo va induttiva che deriva 
dall’ accurata coincidenza dei risultati del calcolo fondato su que- 
sto principio con i moti osservati di un corpo rigido. 


39. Applicare il principio di D’ Alembert ad ottenere le equa- 
zioni del molo di un sistema di corpi rigidi. 

Siano (#, ?/, z) le coordinate dell’ elemento m al tempo t rife- 
rito ad un sistema qualunque di assi rettangolari fìssi nello spa- 
zio. Allora ( — j, e-—; saranno le accelerazioni dell’ eìemen- 

to. Siano X, 1', Z le forze acceleratoci impresse sullo stesso ele- 
mento risolute parallelamente agli assi. Pel principio di d’ Alem- 
bert le forzo 


m 


X- 




m r- 


di 2 ) 


m [Z - 


d?Z 
dt 1 


insieme con le forze analoghe su ciascun elemento saranno in e- 
quilibrio. Quindi per i principii della Statica abbiamo l’equazione 


v d%x V V 

- m — 1 mX , , 

Ci V 


e due simili equazioni per y e z\ queste si ottengono risolvendo 
parallelamente agli assi. Inoltre abbiamo 


l7)l 



= Z in ( yZ — zY ) , 


e due simili equazioni per zx ed xy\ queste si ottengono pren- 
dendo i momenti rispetto agli assi. 
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Queste equazioni si possono scrivere nelle forme piu conve- 
nienti 


d_ 

dt 


jr Em ~ = I mX 
dt dt 

~ Zm -ZmY 

dt dt 

d dz v 

— 1 m - - — 1 mZ 
dt dt * 

( y T t - z> dÒ = lm{yZ ^ gY) 


x^) = Sto (*Z - xZ) 


d / (7.r 

im 1 2 

<77 V <77 

Sto ~yj[)= Zm(xY-yX) 


±y 

dt 


U), 


(B). 


In un modo precisamente simile prendendo le espressioni delle 
accelerazioni in coordinate polari avremmo ottenuto un altro ma 
equivalente sistema di equazioni del moto. 


40. Consideriamo il significato di queste equazioni un poco più 
minutamente. Se moltiplichiamo la massa m di ogni elemento 
per la sua velocità v abbiamo la quantità di moto mv di quell’ele- 
mento. Supponiamo che l’elemento sia sollecitato con questa 
quantità di moto agente nella direzione del suo movimento. La 
somma delle parti risolute delle quantità di moto di tutti gli ele- 
menti in una direzione qualunque, e la somma dei loro momenti 
rispetto ad una linea retta qualunque non saranno alterate se 
combiniamo tutte queste quantità di moto insieme come se fos- 
sero forze secondo le regole della Statica. Allo scopo quindi di 
trovare queste parti risolute e questi momenti possiamo dire che 
1 ? intera quantità di moto di un sistema è equivalente ad una 
quantità di moto risultante lineare agente in un punto 0 preso 
arbitrariamente, e ad una coppia risultante. Nello stesso modo 
se moltiplichiamo la massa di un elemento qualunque per la sua 
accelerazione f abbiamo mf per la forza effettiva dell’ elemento. 
Queste forze ancora si possono comporre nello stesso modo. Sic- 
ché l’intera forza effettiva di un corpo si può dire essere equi- 
valente ad una forza effettiva risultante lineare agente in un 
punto 0 preso arbitrariamente, e ad una coppia risultante. 

La quantità di moto di un elemento qualunque m è equiva- 
lente ad una sola quantità di moto lineare agente nell’ origine 0, 
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e ad una coppia. Siano OM ì ON due linee rette condotte per 
T origine per rappresentare in direzione e grandezza al tempo t 
' la quantità di moto lineare e l’asse della coppia. Siano OM r , ON ' 
le posizioni di queste linee al tempo t+dt. Allora MM' ed NN' 
rappresentano la quantità di moto risultante lineare e la coppia 
risultante aggiunte nel tempo dt. Quindi la forza effettiva di un 
elemento qualunque m è equivalente ad una sola forza effettiva 

lineare agente in 0 rappresentata da , e ad una sola cop- 

dt NN , 


pia effettiva il di cui asse è rappresentato da 


dt 


Siano OF, OH due linee rette condotte per l’origine per rap- 
presentare in direzione e grandezza la quantità di moto risul- 
tante lineare e la coppia risultante dell’ intero sistema ad un tem- 
po qualunque t. Siano OF', OH 1 le posizioni di queste linee al 
tempo t-\-dt. Allora OV è la risultante del gruppo OM corrispon- 
dente a tutti gli elementi del sistema, ed OV' la risultante del 

VV 

gruppo OM'. Quindi —r— rappresenta l’intera forza effettiva li- 

dt JIIP 


neare del sistema al tempo t. Per un simile ragionamento — 

3 di 

rappresenta la coppia effettiva risultante del sistema. Apparisce 
così che i punti V ed H tracciano due curve nello spazio le di 
cui proprietà sono analoghe a quelle dell’odografo nella Dina- 
mica di un elemento. Segue da questo ragionamento, che se V x 
è la parte risoluta della quantità di moto di un sistema nella di- 
rezione di una linea retta qualunque Ox, ed 1I V è il momento 

dV 

della quantità di moto rispetto a quella linea retta, allora —~ 

dii , cìt 

e ----- sono rispettivamente la parte risoluta secondo, ed il mo- 

tv ( 

mento rispetto quella linea retta, della forza effettiva dell’ in- 
tero sistema. 

Riferiamo ora l' intero sistema a coordinate Cartesiane come 

nell’ Art. 39. Vediamo che tn~ y m m ~ sono le parti riso- 

fu dt dt 

Iute della quantità di moto dell’ elemento m. Quindi OV è la ri- 
sultante di -w~, e Inoltre m(x~— y C ~] è il 

dt dt dt \ dt dt J 

momento della quantità di moto dell’ elemento m rispetto all’asse 
delle z . Quindi OH è la risultante di 

v ( dx\ _ / dz dy\ / dx dz\ 
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Ora il principio di D’ Alembert asserisce che le intere forze ef- 
fettive di un sistema sono insieme equivalenti alle forze impres- 
se. Quindi qualunque sieno le coordinate usate, se X cd L sono 
le parti risolute ed i momenti delle forze motrici impresse ri- 
spettivamente secondo e rispetto una linea retta fissa qualunque 
che chiameremo l’asse delle x } le equazioni del moto sono 

dV x __ v dH x T 

~di- x> nr =L ■ 

La prima di queste corrisponde alle equazioni (A), la seconda 
alle equazioni ( B ) dell’ Art. 39. 

Possiamo notare i casi seguenti. 

(1) Se nessuna forza impressa agisce sul sistema, le due linee 
OV, OH sono assolutamente fisse in direzione e grandezza du- 
rante il moto. 

(2) Se tutte le forze impresse passano per un punto fìsso, si 
scelga questo punto per origine, allora benché OV possa essere 
variabile, OH è fissa in posizione e grandezza. 

(3) Se tutte le forze impresse sono equivalenti ad un sistema 
di coppie, allora benché Oli possa essere variabile, OV è fissa in 
posizione e grandezza. 

41. La posizione di un corpo nello spazio è data quando cono- 
sciamo le coordinate di un punto in esso e gli angoli che due li- 
nee rette fisse nel corpo fanno con gli assi delle coordinate. Vi 
sono tre relazioni geometriche tra questi sei angoli, sicché la po- 
sizione di un corpo si può far dipendere da sci variabili indipen- 
denti, cioè tre coordinate e tre angoli. Queste si potrebbero chia- 
mare le coordinate del corpo. Con le parole « coordinate di un 
corpo r> s’intendono quantità qualunque che determinano la po- 
sizione del corpo nello spazio. 

È evidente che possiamo esprimere le coordinate (x,y,z) di un 
elemento qualunque m di un corpo in termini delle coordinate di 
quel corpo e di quantità che sono conosciute e rimangono co- 
stanti durante il moto. Prima, supponiamo che il sistema consi- 
sta solamente di un solo corpo, allora se sostituiamo queste e- 
spressioni per a?, y, z nelle equazioni (A) e (11) dell’ Art. 39, a- 
vremo sei equazioni per determinare le sei coordinate del corpo 
in termini del tempo. Così il moto sarà determinato. Se il siste- 
ma consiste di più corpi, avremo considerando ciascuno separa- 
tamente, sei equazioni per ciascun corpo. Se vi sono delle rea- 
zioni ignote tra i corpi, queste saranno incluse in X, Y, Z. Per 
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ciascuna reazione vi sarà una corrispondente relazione geome- 
trica che connette il moto di questi corpi. Così nel totale avremo 
equazioni sufficienti per determinare il movimento del sistema. 

Affinchè le equazioni (A) e (2?) non diventino espressioni com- 
plicate dopo la sostituzione di (#, y , z) in termini delle coordi- 
nate del corpo, è necessario di scegliere convenientemente quali 
debbano essere queste coordinate. In ciò dobbiamo in qualche 
modo essere guidati dai nostri risultati. 


42. Trovare la parte risoluta della quantità di moto di un si- 
stema in una direzione qualunque . 

La data direzione si prenda come asse delle x. Siano (x } y, z) 
le coordinate di un elemento qualunque di cui la massa è m. La 
parte risoluta della sua quantità di moto nella data direzione è 
dx 

m — Quindi la parte risoluta della quantità di moto dell’intero 
di ^ 

sistema è l'm— . Siano (&', y\ z') le coordinate del centro di gra- 

(il 

vita del sistema ed M l’intera massa. Allora 


onde 


il Lx' — Zmx\ 
dx’ dx 

M Tt ~ 2 di' 


Quindi la parte risoluta della quantità di moto di un sistema 
in una direzione qualunque è eguale all’ intera massa moltipli- 
cata per la parte risoluta della velocità del centro di gravità. 

Cioè, la quantità di moto lineare di un sistema è la stessa co- 
me se l'intera massa fosse riunita nel suo centro di gravità. 

Nello stesso modo, la parte risoluta delle forze effettive di un 
sistema in una direzione qualunque è eguale all’intera massa 
moltiplicata per la parte risoluta dell’ accelerazione del centro di 
gravità. 

Apparisce da questa proposizione che sarà conveniente di pren- 
dere le coordinate del centro di gravità di ciascun corpo rigido 
nel sistema come tre delle coordinate di quel corpo. Possiamo 
allora esprimere in una forma semplice la parte risoluta delle 
forze effettive in una direzione qualunque. 

Avendo scelto le coordinate del centro di gravità di un corpo 
come un mezzo per esprimere la sua quantità di moto lineare, si 
troverà generalmente conveniente di riferire il suo movimento 
angolare ad un sistema di assi coordinati che s’incontrano nel 
suo centro di gravità. Avremo quindi bisogno della proposizione 
seguente. 

II. 


21 
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43. Il momento della quantità di moto di un sistema rispetto 
ad una linea retta qualunque è eguale al momento della quantità 
dì molo dell’ intera massa supposta riunita nel suo centro di gra- 
vità e moventesi con esso , più il momento della quantità di moto 
del sistema relativa al sito centro di gravità rispetto alla linea 
retta parallela alla linea retta data condotta pel centro di gravità. 

La linea retta data sia presa come asse delle x ì allora seguendo 
la stessa notazione come sopra, il momento della quantità di moto 
rispetto all’ asse delle x è 




dz du 

y àr°Tt 


)■ 


Ora questa è un’espressione di secondo grado. Se quindi, so- 
stituiamo y~y'+y {ì z~z’-\-z x , otteniamo per l’ Art. 10 


v ( dz \ 

~ m ii 



dove M è la massa del sistema o del corpo che si considera. 

11 secondo termine di questa espressione è il momento rispetto 
all’ asse delle x della quantità di moto di una massa M che si 
muove col centro di gravità. 

Il primo termine è il momento rispetto ad una linea retta pa- 
rallela all’ asse delle x } non delle attuali quantità di moto di tutti 
gli elementi, ma delle loro quantità di moto relativamente al cen- 
tro di gravità. Nel caso di un corpo particolare qualunque esso 
dipende perciò solamente dal moto del corpo relativamente al suo 
centro di gravità. Nel trovare il suo valore supporremo il cen- 
tro di gravità ridotto in quiete applicando ad ogni elemento del 
sistema una velocità eguale ed opposta a quella del centro di 
gravità. 

Nello stesso modo, questa proposizione sarà anche vera se per 
la « quantità di moto » del sistema sostituiamo la « forza ef- 
fettiva ». , 

44. Non possiamo in questo punto trovare espressioni conve- 
nienti pel momento della quantità di moto rispetto ad una linea 
retta qualunque condotta pel centro di gravità. Diverse espres- 
sioni si troveranno vantaggiose in diverse circostanze. Queste 
saranno discusse nei capitoli seguenti di questo trattato. 

La quantità Zm ~ y esprime il momento della quan- 
tità di moto rispetto all’asse delle z. Questa si chiama quindi la 
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quantità di moto angolare del sistema rispetto all’asse delle z. 
Vi è un’altra interpetrazione che si può dare di essa.- Se trasfor- 
miamo in coordinate polari, abbiamo 

(ìx „ d 0 


-, dy 
di 


y Tt =r *~if 


• Ora - r-d 0 è l’ area elementare descritta intorno all’ origine nel 

tempo dt dalla proiezione dell’elemento sul piano delle xy. Se 
due volte quest’ area polare si moltiplica per la massa dell’ele- 
mento, il prodotto si chiama l’area conservata dall’elemento 
nel tempo dt intorno all’ asse delle z. Quindi 


hm 


' dy dx 

?ìt~ y Tt 


) 


si chiama V area conservata dal sistema in una unità di tempo, 
o più semplicemente l’area conservata. 

45. Possiamo ora riunire insieme per richiamo i risultati de- 
gli articoli precedenti. 

Siano n, v, io le velocità del centro di gravità di un corpo ri- 
gido qualunque di massa M risolute parallelamente a tre assi 
fìssi rettangolari qualunque, siano h it h 2) li^ i tre momenti della 
quantità di moto relativa ai-centro di gravità rispetto a tre assi 
rettangolari fissi in direzione e che s’ incontrano nel centro di ' 
gravità. Allora le forze effettive del corpo sono equivalenti alle 

tre forze effettive J!f~, agenti nel centro di gra- 

dt dt 1 dt 6 b 

vità parallelamente alle direzioni secondo le quali le velocità sono 


dh i dii 2 dii. 


state risolute, ed alle tre coppie effettive -~ ì 


rispetto 


dt 1 dt 1 dt 

agli assi che s’incontrano nel centro di gravità relativamente ai 
quali sono stati presi i momenti. Le forze effettive di tutti gli 
altri corpi del sistema si possono esprimere in simil modo. 

Allora tutte le forze e le coppie effettive, rivolte in senso con- 
tràrio, saranno in equilibrio coti le forze impresse. Le equazioni 
di equilibrio si possono poi trovare risolvendo in quelle direzioni 
c prendendo i momenti rispetto a quelle linee rette che siano più 
convenienti. Invece di rivolgere in senso contrario le forze effet- 
tive si trova ordinariamente più comodo di scrivere le forze im- 
presse e le effettive nelle parti opposte delle equazioni. 

46. Vi è un altro modo di enunciare i risultati degli articoli 
42 e 43 clic è spesso utile. 
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(1) Il moto del centro di gravità di un sistema sollecitato da 
forze qualunque ò lo stesso come se tutta la massa fosse riunita 
nel centro di gravità e tutte le forze fossero applicate in quel 
punto parallelamente alle loro primitive direzioni. 

(2) Il moto di un corpo sollecitato da forze qualunque attorno 
al suo centro di gravità è lo stesso come se il centro di gravità 
fosse fisso e le stesse forze agissero sul corpo. 

Questi si chiamano i principii della conservazione dei movi- 
menti di translazione e di rotazione. 


Queste due proposizioni seguono immediatamente dal somma- 
rio dei risultati dati nell’ Art. 45. Però può essere utile di de- 
durli dai primi principii. 

Prendendo una qualunque delle equazioni (A) abbiamo 


lm ~ = ImX. 
di 1 


So x\ y\ z' sono le coordinate del centro di gravità, allora 


onde 


x' lm = Imx , 


di i 


lm = ImX 


ì 


e le altre equazioni si possono trattare in simil modo. 

Ma queste sono le equazioni che danno il movimento di una 
massa lm sollecitata dalle forze ImX, etc. Quindi il primo prin- 
cipio è dimostrato. 

Prendendo una qualunque delle equazioni (B) abbiamo 



lm(xY— yX). 


Sia x—x’A-x ^ , y — y f -\-y\y z=z'+# i7 allora per l’ Art. 10 questa 
equazione diviene 

v / 'dhy x cftrA f ,dhj’ ,r7V\ v /v _ 

4 » * 

Ora gli assi delle coordinate sono del tutto arbitrarli, si scel- 
gano in modo che il centro di* gravità si trovi nell’ origine all* i- 

dx f di/ 

stante che si considera. Allora x r —0 ì y'— 0, ma — , non sono 

di di 

necessariamente zero. L’equazione allora diviene 

-/ì) = ( x i y - ì/i x )- 
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Questa equazione non contiene le coordinate del centro di. gra- 
vità e vale per ogni istante separato del movimento e quindi è. 
vera sempre. Ma questa e le due simili equazioni ottenute dalle 
altre due equazioni (B) sono esattamente le equazioni dei mo- 
menti che avremmo ottenuto se avessimo riguardato il centro di 
gravità come un punto fisso preso per origino dei momenti. 

Applicazione del Principio di D' Alembert alle forze impulsi ce. 


47. Se una forza F agisce sopra un elemento di massa m sem- 
pre nella stessa direzione, l’equazióne del moto è 



dv v 


dove v è la velocità dell’ elemento al tempo t. Sia TI’ intervallo 
durante il quale la forza agisce, e siano v, v' le velocità al prin- 
cipio ed alla fine di quell’ intervallo. Allora 


m { v ’ 



Ora supponiamo che la forza F cresca senza limite, mentre 
l’ intervallo T decresce senza limite. Allora l’integrale può avere 
un limite finito. Sia questo limite P. Allora l’equazione diviene 

# # • 

m (v — v ) = P. - 

La velocità nell’intervallo Tè cresciuta o diminuita da v a v l . 
Supponendo che la velocità'sia rimasta finita, sia V il suo mas- 
simo valore durante questo intervallo. Allora lo spazio descritto 
è minore di VP. Ma nel limite questo svanisce. Quiiidi l’elemento 
non si è mosso durante l’ azione della forza F. Esso non ha avuto 
il tempo di muoversi ma la sua velocità si è subitaneamente mu- 
tata da v in v' . 

Possiamo considerare di aver trovato un’ adeguata misura di 
una forza quando da quella misura possiamo dedurre tutti gli 
effetti della forza. Nel caso delle forze finite dobbiamo determi- 
nare il cambiamento di posizione ed il cambiamento nella velo- 
cità dell’ elemento. E necessario perciò di dividere l’ intero tempo 
delPazione in tempi elementari e determinare 1’ effetto della forza 
durante ciascuno di questi. Ma nel caso delle forze infinite che 
agiscono per un tempo infinitamente piccolo, il cambiamento di 
posizione è zero, ed il cambiamento di velocità è il solo elemento 
da determinare. E perciò più conveniente di riunire finterà forza 
spesa in una misura. Una tale forza si chiama un impulso. Esso 
si può definire come il limite di una forza che ò infinitamente 
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grande, ma agisce solamente durante un tempo infinitamente 
piccolo. E chiaro «che non vi sono di tali forze in natura, ma vi 
sono forze che sono grandissime, ed agiscono solamente durante 
un tempo piccolissimo. Il colpo di un martello è una forza di 
questa specie. Esse si possono trattare come se fossero impulsi, 
ed i risultati saranno più o meno esatti secondo la grandezza 
della forzale la brevità del tempo di azione. Esse si possono an- 
che trattare come se fossero forze finite, e si può trovare lo spo- 
stamento del corpo durante il tempo di azione della forza. 

La quantità P si può prendere come misura della forza. Una 
forza impulsiva si misura per mezzo dell’intera quantità di moto 
generata dall’ impulso. 

» * 

48. Nel determinare V effetto di un impulso su di un corpo, V ef- 
fetto di tutte le forze finite che agiscono sul corpo nello stesso 
tempo si pmò trascurare. 

Infatti una forza finita f agisca sul corpo nello stesso tempo di 
una forza impulsiva F. Allora come sopra abbiamo 



m m * 


P fT 
* — l — . 
m m 


Ma nel limite fT svanisce. Similmente- la forza f si può omet- 
tere nell’ equazione dei momenti. * 

* . * « 1 

49. Trovare le equazioni generali del moto di un sistema sol- 
lecitato simultaneamente da un numero qualunque d’ impulsi. 

Siano w, v , u), v r , w' le velocità di un elemento di massa m 

parallele agli assi immediatamente prima ed immediatamente 
dopo 1’ azione degl’ impulsi. Siano X', I'', Z' le parti risolute del- 

l’ impulso su di m parallele agli assi. 

* * 

Prendendo la stessa notazione come sopra, abbiamo l’equazione 

• ✓ * 

v d 2 .x v 

I ni = LmX, 


o integrando 
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Similmente abbiamo le equazioni 

* 

Em (©'-t?) =2r' (2), 

Zm(iv' -iv)=YZ' ....... (3). 

Inoltre V equazione 
diviene con l’ integrazione 

im ( x ì - y S) = - m (*l ydi - A x cìt ) ’ 


o presa tra i limiti, 

Zm \ x(y' - v) - y(u r — u) | = Z.(xY’ — yX') — (4), 
e le altre due equazioni diventano 


2m | y (w' — tv) - z (v r - v) ) = 2 ( yZ 1 — zY') .... (5) , 


Z,m \ z (u r — li) - x (' w' — iv) J =2 (zX' — x7j) .... (G) . 


\ 

In tutte le investigazioni seguenti si troverà conveniente di 
adoperare lettere accentate per dinotare gli stati del moto dopo 
dell’ impulso che corrispondono a quelli dinotati dalle stesse let- 
tere senza accenti prima dell’ azione dell’impulso. Poiché i cam- 
biamenti in direzione e grandezza delle velocità dei diversi ele- 


menti dei corpi sono i soli oggetti della ricerca, sarà più conve- 
niente di esprimere le equazioni del moto in termini di queste 

(7 r du dz 

velocità, e di evitare Pintroduzione di simboli come — , — . 

’ dt di ’ di 


50. Nell’ applicare il Principio di D’Àlembert alle forze impul- 
sive il solo cambiamento che si deve fare è nel modo di misurare 
le forze effettive. Se («,t;,n*), (V, ?/,«;') sono le parti risolute del- 
la velocità di un elemento qualunque, immediatamente prima ed 
immediatamente dopo dell’impulso, e se m è la sua massa, le for- 
ze effettive saranno misurate da m(u , —u) ì iu(v'—v), ed m(w'~ic). 
La quantità tnf nell’ Art. 87 si deve riguardare come la misura 
della forza impulsiva che, se l’elemento fosse separato dal resto 
del corpo, produrrebbe questi cambiamenti della quantità di 
moto. 

In questo caso se seguiamo la notazione degli Art. 42 e 43, la 
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riuscirlo di dalemrert, etc. 


parte risoluta della forza effettiva nella direzione .dell’asse delle 

* . . . . , dz , . 

z è la differenza dei valori di -w — - immediatamente prima ed 

immediatamente dopo 1* azione degl’impulsi, e questa è la stessa 

della differenza dei valori di M agli stessi istanti. Nello stes- 

u t 

so modo il momento delle forze effettive rispetto all’ asse delle z 
sarà la differenza dei valori di 


/ dy dx\ 

I x — y~rr ) 

\ dt J dt ) 

« 

immediatamente prima ed immediatamente dopo degl’impulsi. 

Possiamo perciò estendere la proposizione generale dell’ Art. 
45 alle forze impulsive nel modo seguente. 

Siano (u } v f u') f (u' y v\ìv) le velocità del centro di gravità di un 
corpo rigido qualunque di massa M immediatamente prima ed 
immediatamente dopo l’azione degl’impulsi risolute parallela- 
mente a tre assi fissi rettangolari qualunque. Siano (h tì h. ly 7* 3 ), 
(/* ,', 7 <./, 7t ; /) i tre momenti della quantità di moto relativa al cen- 
tro di gravità rispetto a tre assi fissi in direzione e che s’incon- 
trano nel centro di gravità, i momenti essendo presi immediata- 
mente prima ed immediatamente dopo degl’impulsi. Allora le 
forze effettive del corpo sono equivalenti alle tre forze effettive 
M(u'— u), ]\T{v’—v), M (w'—w) agenti nel centro di gravità paral- 
lelamente agli assi rettangolari insieme con le tre coppie effettive 
(ài'— 7*,), (h 2 '— 7i 2 ), (7ì 3 '—7ì 3 ) rispetto a quegli assi. 

Queste forze e coppie effettive essendo rivolte in senso contra- 
rio si faranno equilibrio con le forze impresse. Le equazioni di 
equilibrio si possono poi formare secondo le regole della Statica. 

ESEMPII. 


1. Due elementi che si muovono nello stesso piano sono pro- 
iettati in direzioni parallele ma opposte con velocità inversa- 
mente proporzionali alle loro masse. Trovare il movimento del 
loro centro di gravità. 

2. Una persona è situata sopra una tavola perfettamente levi- 
gata, mostrare in qual modo ne può scendere. 

3. Spiegare in qual modo una persona seduta su di una sedia 
può muovere la sedia attraverso la stanza con una serie di salti, 
senza toccare il suolo con i piedi. 
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4. La traiettoria del centro di gravità di una bomba lanciata 
da un pezzo di artiglieria nel vuoto è una parabola, ed il suo mo- 
vimento non ò alterato dallo scoppio della bomba. 

5. Una verga clic gira uniformemente in un piano orizzontale 

intorno ad un perno nella sua estremità, si spezza subitaneamente 

in due: determinare il movimento di ciascuna parte. 

* « 

6. Un disco circolare è capace di movimento intorno ad una 
tangente orizzontale che gira con uniforme velocità angolare il 
intorno ad un asse verticale pel punto di congiunzione che è fìs- 
so. Dimostrare che se il disco è inclinato sotto un angolo costante 

4 et 

a all’ orizzonte, il 2 sena = -r-. 

5 a 


II. 


22 
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CAPITOLO iti; 


Movimento intorno ad un asso fìsso. 


51. Un corpo rigido può rotare liberamente intorno ad un asse 
fisso nel corpo e nello spazio, trovare il momento delle forze effet- 
tive rispetto all' asse di rotazione. • 

Si prenda come piano di relazione un piano qualunque che 
passa per l’asse e fìsso nello spazio, e sia 0 l’ angolo che un al- 
tro piano condotto per l’ asse e fìsso nel corpo fa col primo piano. 
Sia m la massa di un elemento qualunque del corpo, r la sua di- 
stanza dall’asse, e 9 l’angolo che il piano condotto per l’asse e 
per l’elemento ni fa col piano di relazione.. 

La velocità dell’elemento m è r -y in una direzione perpen- 

dicolare al piano che passa per l’asso e per l’ elemento. Il mo- 
mento della quantità di moto di questo elemento rispetto all’asse 

è evidentemente mr 2 Quindi il momento delle quantità di 

dt / c j„\ 

moto di tutti gli elementi è £ ( mr 2 ) . Siccome gli elementi del 

. * Mi / t 

corpo sono rigidamente connessi tra loro, è chiaro che è lo 


<70 


dt 


stesso per ogni elemento, ed eguale a —. Quindi il momento del- 
le quantità di moto di tutti gli elementi del corpo rispetto all’as- 
se è Unir 1 , cioè il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse 

(Il 

moltiplicato per la velocità angolare. 

< 7"9 

Le accelerazioni dell’ elemento m sono r — 7 

di 1 


fà? V 

per - 


pendicolarmente, e secondo la direzione in cui ò misurata r, il 


momento della forza motrice di m rispetto xill’ asse è mr 2 


d 2 y 

dt* 


quindi il momento delle forze motrici di tutti gli elementi del 

/ d 2 s\ 

corpo rispetto all’asse è £ ( )* ^ er s ^ esso ragionamen- 

d 2 o 

to di sopra questo è eguale a Zmr 2 -r~, cioè al momento d’iner- 

ctt . 

zia del corpo rispetto all’asse moltiplicato per l’accelerazione 
angolare. 
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52; Determinare il movimento di un corpo intorno ad un asse 
fisso sotto V azione di forze qualunque. 

Pel principio di d’ Alembert le forze effettive rivolte in senso 
contrario si faranno equilibrio con le forze impresse. Per evitare 
d’introdurre le reazioni ignote dell’asse, prendiamo i momenti 
rispetto all’asse. 

In primo luogo, siano le forze impulsive. Siano io, io' le velo- 
cità angolari del corpo immediatamente prima ed immediata- 
mente dopo dell’azione delle forze. Allora, seguendo la notazione 
dell’ultimo articolo, 

io' • Zmr 2 — io • Zm r 2 = L, 

in cui L è il momento delle forze impresse rispetto all’asse; onde 
f momento delle forze rispetto all* asse 

momento d’inerzia rispetto all’asse 


Questa equazione determinerà il cambiamento della velocità 
angolare prodotto dall’azione delle forze. 

In sccoìido luogo, siano le forze finite. Allora prendendo i mo- 
menti rispetto all’asse, abbiamo 


11 ' v O T ■ 

• w Zmr '= L ’ 

I _ momento delle 'forze rispetto all’asse 

dt- momento d’inerzia rispetto all’asse 

Questa equazione integrata darà i valori di 0 e — ad ogni tem- 
po. Due costanti indeterminate compariranno nel corso della so- 
luzione. Queste si debbono determinare per mezzo dei valori ini- 
ziali di 0 e Così il movimento si può completamente deter- 
dt 


minare. 


Sul Pendolo. 


53. Un corpo sì muove intorno ad un asse fisso orizzontale sol- 
lecitato solamente dalla gravità, determinare il movimento. 

Si prenda il piano verticale che passa per l’asse per piano di 
relazione, ed il piano per l’asse e pel centro di gravità come il 
piano fisso nel corpo. Allora l’equazione del moto è 

d 2 0 momento delle forze 
dt 2 momento d’inerzia 
. Mgh sen 0 
• = ~~ M ’ 


( 1 ) 
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dove li ò la distanza del centro di gravità dall’asse ed Mk 1 è il 
momento d’inerzia del corpo rispetto ad un asse condotto pel cen- 
tro di gravità e parallelo all’asse fisso. Quindi 


di* 


+ 


fjh 


le* + li 


r sen 0 — 0 



L’equazione (2) non si può integrare in termini finiti, ma se 
le oscillazioni sono piccole, possiamo trascurare il cubo e le po- 
tenze superiori di 0 e 1’ equazione diverrà 


<7 2 0 

di* 




gli 


le 2 + h* 


0 = 0 . 


Quindi il tempo di una completa oscillazione è 



k* + li 2 

~gh~' 


L’equazione del moto di un elemento di massa qualunque so- 
speso da una corda l ò 


m g . A 
._ + _ sen(i= 0 



la quale si può dedurre dall’equazione (2) ponendo k—0 ed h—1 . 
Quindi i movimenti angolari della corda e del corpo sotto le stesse 
condizioni iniziali saranno identiche se 


k 2 + ir- 
li 



Questa lunghezza si chiama la « lunghezza del pendolo sem- 
plice equivalente » . 

Per 6r, centro di gravità del corpo, si tiri la perpendicolare 
all’ asse di rotazione che l’ incontri in C. Allora C si chiama il 
centro di sospensione. Si prolunghi CG in 0 sicché CO—L Al- 
lora 0 si chiama il centro di oscillazione. Se l’intera massa del 
corpo fosse riunita nel centro di oscillazione e sospesa da un filo 
al centro di sospensione, il suo movimento angolare ed il tempo 
dell’oscillazione sarebbero gli stessi come pel corpo nelle stesse 
circostanze iniziali. 

L’equazione (4) si può mettere sotto un’altra forma. Poiché 
CG=h ed OG-l—li , abbiamo 

CG- OG = le 1 . 

Questa equazione mostra che se 0 si fa centro di sospensione, 
l’asse essendo parallelo all’asse rispetto al quale si prese k ì al- 

... à 
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lora C sarà il centro di oscillazione. Così i centri di osculazione 
e di sospensione si possono scambiare tra loro ed il tempo dcll’o- 
scill azione rispetto a ciascuno è lo stesso. 

♦ Se il tempo dell’oscillazione è dato, l è data e l’equazione (4) 
darà due valori di li. Siano questi valori h ìt h <>. Si descrivano 
due cilindri che abbiano per asse quella linea retta rispetto alla 
quale si prese il* raggio di girazione 7r, e siano i raggi di questi 
cilindri h tt h 2 . Allora il tempo dell’ oscillazione del corpo intorno 
ad una generatrice qualunque di questi cilindri è sempre lo stes- 
so, e prossimamente eguale a 2 tu V/ — . 

• y 9 


Con lo stesso asse si descriva un altro cilindro di raggio k. Al- 
(h — k) 2 

-, quindi l ò sempre maggiore di 2 k y decresce 


lora l = 21: + 


h 


continuamente al diminuire di h e si avvicina al valore k. Così 
la lunghezza del pendolo equivalente decresce continuamente a 
misura che l’asse di sospensione si avvicina dall’ esterno alla cir- 
conferenza di questo terzo cilindro. Quando l’asse di sospensione 
è una linea generatrice del cilindro la lunghezza del pendolo e- 
quivalente è 2 k. Quando l’asse di sospensione è nell’interno del 
cilindro e si avvicina al centro di gravità la lunghezza del pen- 
dolo equivalente cresce continuamente e diviene infinita quando 
l’ asse passa pei centro li gravità. 


Il tempo dell’oscillazione è perciò minimo quando l’asse è una 
linea generatrice del cilindro circolare il di cui raggio è k. Ma 
il tempo rispetto all’asse così trovato non è un minimo assoluto. 
Esso è un minimo per tutti gli assi paralleli ad una data linea 
retta nel corpo. Per trovare l’asse intorno al quale il tempo è as- 
solutamente un minimo dobbiamo trovare l’asse rispetto al quale 
k è un minimo. Ora si è dimostrato nell’ Art. 16, che di tutti gli 
assi che passano per G l’asse rispetto al quale il momento d'iner- 
zia è minimo o massimo è uno degli assi principali. Quindi l’ asse 
rispetto al quale il tempo dell’oscillazione è un minimo è parallelo 
a quell’ asse principale condotto per G rispetto al quale il mo- 
mento d’inerzia è minimo. E se ili k 2 è il momento d’inerzia ri- 
spetto a quell’ asse, l’asso di sospensione è ad una distanza k mi- 
surata in una direzione qualunque dall’asse principale. 


54. Le oscillazioni di un corpo rigido si possono adoperare per 
determinare il valore numerico della forza acceleratrice di gra- 
vità. Sia L la lunghezza di un pendolo semplice equivalente di 
un corpo qualunque, e T il tempo di una completa oscillazione. 
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Allora abbiamo se le .oscillazioni sono piccole, 



Così g si può determinare quando si conoscono L e T. 

Vi ò un altro uso al quale si può applicare la determinazione 
della lunghezza di un pendolo semplice equivalente; esso si può 
adottare come un campione di lunghezza essendo invariabile e 
capace in ogni tempo di essere ritrovato. 


Pressioni sull’ asse fisso. 


55. Un corpo si muove intorno ad un asse fisso sotto V azione 
di forze qualunque , trovare le pressioni sull ’ asse. 

In primo luogo , supponiamo che il corpo e le forfcc siano sim- 
metriche rispetto al piano condotto pel cen- 
tro di gravità perpendicolarmente all'asse. . 
Allora è evidente che le pressioni sull’asso 
sono- riducibili ad una forza sola nel centro 
di sospensione C. 

Siano I\ G le azioni del punto di soste- 
gno sul corpo risedute secondo e perpendi- 
colarmente a CO, essendo 0 il centro di 
gravità. Siano X,l r le somme delle parti 
risolute delle forze impresse nelle stesse 
direzioni, ed I il loro momento intorno a C. 
Sia CO -li e Ciangolo che CO fa- con una linea retta qualun- 
que fissa nello spazio. 

Prendendo i momenti rispetto a C, abbiamo 



tf 2 0_ L 

di 2 “ M{W + 7i 2 ) 



Il movimento del centro di gravità ò lo stesso come se tutte 
le forze agissero in quel punto. Ora esso descrive un circolo in- 
torno a C; quindi, risolvendo secondo la tangente e la normale, 
abbiamo 


h 


d i 0 
dt* 


Y+ G 

M 



_ fdoy x + f 

h WJ = ~rr 
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dì o fZO 

L’equazione (1) dà i valori di.— e —, ed allora le pressioni 

si possono trovare per mezzo delle equazioni (2) e (3). 

Se la sola forza elio agisce sul corpo è* quella di gravità, e se 
il corpo parte dalla quiete in quella posizione che rende CO oriz- 
zontale, allora abbiamo 

X = ilii/cosO, Y— — Mg sen 0 , L= — MghsenQ; , 

, • *d*0_ gli 

onde . di- ~ ** + /(* 

integrando, abbiamo 


•senO; 


(d 0\* „ 2 gli 

U) =c + FT^ cos0 ’ 


ma quando 0=^, ~r svanisce, quindi (7 = 0; sostituendo questi 
£ (It 


valori in (2) e (3), abbiamo 

♦ 

— F = Mg cos 0 


- k 2 4- 3/i 2 
it 2 -1- h' 1 
k 2 


G = Jr</senO-p-j-^ 

in cui 0 è T angolo che CO fa con la verticale. 

Sia ^ l’angolo che la direzione della pressione in C fa con la 
linea CO, l’angolo essendo misurato da CO in basso a sinistra, 

cot<i» = (l + 3^cot9, 


allora 


che ò una formola conyeniente per determinare la direzione della 
pressione. • 

Sia mR la risultante di .F e 0, e sia 


Tc 2 + 3/i 2 


k 2 


allora 


a= 9 ~w+w e h= 9 w+ 

cos 2 ò 'sen 2 ò 1 . 
a 2 r b 2 R 2 


Si costruisca un’ ellisse col centro C e gli assi eguali ad a e b 
misurati secondo e perpendicolarmente a CO. Allora la pressione 
risultante varia come il diametro secondo il quale agisce. E la 
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direzione si può trovare così; il circolo ausiliario incontri la ver- 
ticale in F, e la perpendicolare da V sopra CO incontri l’ellisse 

in E. Allora CE è la direzione della pressione. 

• 

56. In secondo ìuogo , supponiamo che non vi sia simmetria, 
nel corpo o nelle forze. 

Si prenda l’asse fisso come asse delle z essendo qualunque l’o- 
rigine ed il piano delle xz. Questi li scéglieremo in seguito in 
modo da semplificare il nostro procedimento per quanto sarà pos- 
sibile. Siano x\y' ,z' le coordinate del centro di gravità al tempo t. 

• « 

Sia io la velocità angolare del corpo, f, l’accelerazione ango- 
ch>ì 

Ora ogni elemento m del corpo 
descrive un eiréolo intorno all’as- 
se, quindi le sue accelerazioni se- 
condo e perpendicolarmente al 
raggio vettore r dall’ asse sono 
— w*r ed fr. Sia 0 l’ angolo che r 
fa col piano delle xz in un tempo 
qualunque, allora dalla risoluzio- 
ne delle forze è chiaro che 


lare, sicché /* = — . 



<Vx 
di 2 


= — io 2 r cos 0 — fr sen 0 


= - - fy 


dhj 
di' 1 


- io 2 ?/ + fx 


Queste equazioni si possono anche ottenere differenziando le 
equazioni x~r cosO, y=rsenO due volte,. rammentando che r è 
costante. 

Si concepisca il corpo fisso all’asse in due punti, alle distanze 
a ed a! dall’origine, e siano le reazioni dei punti sul corpo riso- 
lute parallelamente agli assi rispettivamente F,G,1I, F’ ,G’ ,H': 

Le equazioni del moto allora danno 


ZmX+F+ F' = Em 


dh: 


— Zm (— lù-x — fy) 
= - u 2 Mx' - f My' 


a), 
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d*y 

lmY + G+G' = Zm^ 

di 2 

= Swj (— io 2 ?/ -f fx) 

= -t **My' + fMx' (2), 

ZmZ + II+H' = Zm~ 

% ( Il 1 

- 0 ( 3 ). 


Prendendo i momenti rispetto agli assi, abbiamo 
Zm (yZ — eY) — Ga— G’a 1 = Zm (y ~ - z 0) 



= bPZmyz — fZmxz (4), 


introducendo semplicemente z nei risultati in (2), 
Zm (zX - xZ) H- Fa + Fa' = Zm (z 


Zm (xY- yX) 


= — t o 2 Zmxz — fZmyz 




-y 


(Px\ 

dir-) 


— Zm r 1 


dio 

dt 


= MV* f 



» 



L’equazione (6) serve a determinare f ed io, e le equazioni 
(1), (2), (4), (5) allora determinano F , Q, F r > G'\ 77 ed//' sono 
indeterminate, ma la loro somma ò data dall’equazione (3). 

Esaminando queste equazioni, vediamo che esse si semplifi- 
cherebbero grandemente in due casi. 

Primo , se l’asse delle z è un asse principale nell’origine, 


Zmxz — 0, Zmyz = 0, 

ed il calcolo dei secondi membri delle equazioni (4) e (5) sarebbe 
di soverchio. Quindi, nel trattare un problema di tal fatta, do- 
vremmo, se è possibile, scegliere in modo l’origine che l’asse di 
rotazione sia un asse principale del corpo in quel punto. 

TI. 23 
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Secondo, eccetto la determinazione di f ed co integrando l’e- 
quazione (6), l’intero procedimento è semplicemente una sosti- 
tuzione algebrica di f ed' co nelle rimanenti equazioni. Quindi i 
nostri risultati saranno ancora esatti se scegliamo il piano delle 
xz in modo da contenere il centro di gravità nel momento che si 
considera; ciò renderà y'~ 0, e così le equazioni (1) e (2) saranno 
semplificate. 

é 

57. Se le forzo che agiscono sul corpo sono impulsive, le equa- 
zioni richiederanno alcune modificazioni. 

Siano co, co' le velocità angolari del corpo immediatamente pri- 
ma ed immediatamente dopo l’azione degl’impulsi. Nel caso in 
cui il corpo e le forze sono in simmetria le equazioni (1), (2), 
(3) dell’ Art. 55 diventano rispettivamente 


tJ M (&* + h*) 

(i), 

-i+i f 

(2), 

o- x + F 

M 

(3), 


dove tutte le lettere hanno lo stesso significato come sopra, ec- 
cetto che F, 6r, X , Y sono ora forze impulsive invece di forze 
finite. 

Consideriamo in secondo luogo il caso in cui le forze sul corpo 
non sono simmetriche. Siano u, v, tv, v! , v ' , io' le velocità riso- 
lute parallelamente agli assi di un elemento qualunque m di cui 
le coordinate sono x, y, z. Allora u — — y co, w'=— yiY, v = 
v' — xlY , e tv, tv r sono entrambe zero. 

Le diverse equazioni dell’ Art. 56 saranno allora rimpiazzate 
dallo seguenti: 

ZX + F + F'-- Imiti’ - u) 

= — Zmy (co' — co) 


=■ — J\Iy' (co' — co) (1). 

ZY+ G + G' = Zm (v' - v) 

— Zmx (co' — co) 

= Mx' (co' - co) (2), 

ZZ + lt-\- IT'-.O . (3), 
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Z (yZ — zY) — Ga — G' a' — Zm j y ( to' — w) — z ( v ' - v) j 

= — Zm xz • (to' — co) (4) , 

2 (^X — -f- .Fa + F’ a’ — Zm j z (u' — u)—x(w’ — iv) j 

= -- Zmyz • (to' — io) (5) , 

2 (xY — yX) = (re 2 + y 2 ) * (co' - co) .... (6) . 

Queste sei equazioni sono sufficienti per determinare c o',F,F', 
(?, G 1 e la somma delle due pressioni secondo l’asse. 

Queste equazioni si semplificano quando 1* origine si può sce- 
gliere in modo che 1* asse di rotazione sia un asse principale in 
quel punto. In questo caso i secondi membri delle equazioni’ (4) 
e (5) svaniscono. Inoltre se il piano delle xz si fa passare pel cen- 
tro di gravità del corpo, abbiamo y = Q, ed il secondo membro 
dell’equazione (1) svanisce. 

% 

58. E talvolta importante di determinare anticipatamente so 
le pressioni sull’asse fisso si possano ridurre o no ad una sola 
risultante. La condizione generale è alquanto complicata, ma vi 
sono alcuni casi molto semplici. 

Sia l’asse di rotazione un asse principale in un punto 0 della 
sua lunghezza, e le forze siano tali che i loro momenti rispetto 
a due assi qualunque in 0 ad angoli retti all* asse di rotazione 
siano zero. In questo caso, se prendiamo 0 per origino, i termi 1 
ni Zm(yZ-zY) c Zm (zX—xZ) nei primi membri delle equazioni 
(4) e (5) sono zero. I secondi membri svaniscono ancora, poiché 
l’asse delle z è un asse principale nell’origine. Quindi le equa- 
zioni diventano 

Ga + GV = 0 ) 

Fa + F’ a’ - 0 ) ' 

Queste mostrano che i momenti delle pressioni sui .punti fissi 
dell’asse rispetto agli assi delie coordinate sono zero. Quindi le 
pressioni sono insieme equivalenti ad una sola forza che agisce 
in 0. 

La grandezza di questa pressione unica si può trovare molto 
convenientemente col metodo dell’ Art. 55, anche quando non vi 
sia simmetria nel corpo o nelle forze. 

Per esempio, supponiamo che il corpo sia in movimento intor- 
no ad un asse fisso orizzontale, parallelo ad uno degli assi prin- 
cipali nel centro di gravità G . Sia GO perpendicolare all’asse 
in 0. Allora per l’Art. 29 l’asse è un asse principale in 0. Inol- 
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tre il peso del corpo che agisce in G non ha alcun momento ri- 
spetto ad un asse qualunque perpendicolare in 'O all’ asse di ro- 
tazione. Quindi per ciò che precede, le pressioni sull’asse sono 
equivalenti ad una sola forza in 0. 

59. Se un corpo è messo in rotazione intorno ad un asse qua- 
lunque che è un asse principale in un punto 0 della sua lun- 
ghezza, e se non vi sono forze impresse che agiscono sul corpo, 
segue immediatamente da queste condizioni che le pressioni sul- 
Tasse sono equivalenti ad una sola forza risultante che agisce in 
0. Quindi se 0 è fisso nello spazio, il corpo continuerà a rotare 
intorno a quell’asse come se esso fosse anche fisso nello spazio. 
Un tale asse si chiama un asse permanente di rotazione nel punto 0. 

4 

Se il corpo è interamente libero e gira però intorno ad un asse 
di rotazione che non altera la sua posizione nello spazio, possia- 
mo supporre che sia fisso un punto qualunque a piacere nell’as- 
se. In questo caso l’asse deve essere un asse principale in ogni 
punto della sua lunghezza. Esso per l’ Art. 24 deve quindi pas- 
sare pel centro di gravità. 

60. Vi è un altro caso in cui le pressioni sull’ asse fisso si pos- 
sono ridurre ad una pressione risultante unica. Supponendo che 
una tale pressione risultante unica esista, possiamo prendere co- 
me origine quel punto dell’ asse in cui esso ò intersegato dalla 
risultante unica. Allora i momenti delle duo pressioni sull’asse 
di rotazione rispetto agli assi coordinati svaniranno. Quindi le 
equazioni (4), (5) e (6) dell’ Art. 57 diventano 

L — io 2 2wi yz — fZmxz 

ilT — — co 2 Zm x z — fZmyz 

N=31k' 2 f 

dove abbiamo scritto L,M, iV'per i tre momenti Zm(yZ—zY) ì etc. 
delle forze impresse rispetto agli assi coordinati. 

Se il corpo parte dalla quiete abbiamo in quell’ istante io = 0. 

Il piano della coppia di cui le parti risolute rispetto agli assi 
sono L ì M, N si sa per la Statica essere 

- LX + 3fY+NZ = 0 , 

o nel nostro caso, 

— ZmXzX — ZmyzY + Mk' 2 Z — 0. 

Si costruisca l’ellissoide dei momenti relativo al punto fisso, 
e sia la sua equazione 

AX* + BY- + CZ 2 - 2 DYZ - 2 EZX - 2 FXY= e*. 
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L’equazione del piano diametrale corrispondente all’asse del- 
le -EX-DY+ CZ = 0. 

Quindi il piano della coppia risultante deve essere il piano dia- 
metrale corrispondente all’asse di rotazione. 

Poiché le pressioni sull’ asse sono equivalenti ad una forza ri- 
sultante unica che agisce in un punto 0 dell’ asse, possiamo sup- 
porre che sia fisso questo punto solo e l’ asse di rotazione sia del 
resto libero. Se quindi un corpo in riposo con un punto fisso è 
sollecitato da una coppia qualunque, esso incorni ncerà a rotare 
intorno alla linea diametrale corrispondente al piano della cop- 
pia rispetto all’ ellissoide dei momenti relativo al punto fisso. 

Così il corpo incomincerà a rotare intorno ad una perpendico- 
lare al piano della coppia solamente quando il piano della cop- 
pia è parallelo ad uno dei piani principali del corpo corrispon- 
denti al punto fìsso. 

Se la coppia agente è una coppia impulsiva, le equazioni del 
moto, per l’ Art. 57, saranno le stesse di quello ottenute sopra 
quando si pone io zero e si scrive io' per f. Onde ne seguirà la 
stessa conclusione. 

Il corpo in generalo non continuerà a girare intorno alla linea 
diametrale. 

Gl. Es. Una porta è sospesa per mezzo di due gangheri da un 
asse fisso che fa un angolo a con la verticale. Trovare il movi- 
mento e le pressioni sui gangheri. 

Poiché l’asse fisso é evidentemente un asse principale nel pun- 
to medio, prenderemo questo punto per origine. Inoltre prende- 



remo il piano dello xz in modo che contenga il centro di gravità 
della porta nell’istante che si considera. 
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La sola forza che agisce sulla porta è la gravità, la quale si 
può supporre agire nel centro di gravità. Dobbiamo prima risol- 
vere questa parallelamente agli assi. Sia 9 l’angolo che il piano 
della porta fa col piano verticale condotto per l’asse di sospen- 
sione. Se conduciamo un piano ZON in modo che la sua traccia 
OiV sul piano XOY faccia un angolo 9 con l’asse delle x , questo 
sarà il piano verticale che passa per l’asse; e se tiriamo OV in 
questo piano che faccia l’angolo ZOV— a, OV sarà verticale. Quin- 
di le parti risolute della gravità sono 

X — (j sena C0S9 , Y=g sena seno, 

Z = — g cos a. 


Lo sei equazioni del moto sono 

Mg sen a cos 9 -f- F 4- li 


Mg sen a sen 9 -j- G + G' — 


Mg cosa -{- Il -{- IV 


d 2 x 

■ Ziti - 7 — 

( li 2 

Zm (— io-x) 
- (o 2 Mx! . 

v vy 

: Zm (/Ir) 

fMx' 

v cPz 
Zm-rr 
di 2 


0), 

( 2 ), 




- Ga+G'a’=. 0 ( 4 ), 

Mg cos a • x' -f Fa — F'a = 0 ( 5 ) , 

perchè l’ asse fisso ò un asse principale 

— Mg sen a sen 9 • x' = M fc' 2 • ( 7 ) . 

C Iv 

Integrando l’ultima equazione, abbiamo 

C+ 2 g sen a cos 9 • #' = /c' 2 io 2 . 

Si supponga la porta inizialmente in quiete, col suo piano che 
faccia un angolo p col piano verticale condotto per 1’ asse; allora 
quando 9= p, io =0; quindi 

ir- io 2 — 2 gx' sen a (cos 9 — cos p) 
e ir f = — g sen a sen 9 • x’ 

Con la sostituzione nelle prime quattro equazioni si possono 
trovare F, F', G, G\ 


* 
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Centro di Percossa . 


G2. Quando 1* asse fisso è dato ed il corpo può essere percosso 
in modo che non vi sia alcuna pressione impulsiva sull’asse, ogni 
punto nella linea di azione della forza si chiama un centro di 
X^ercossa. 

Quando la linea di azione della percossa è data, l’asse intorno 
al quale il corpo incomincia a girare si chiama V asse di sponta- 
nea rotazione. Esso evidentemente coincide con la posizione del- 
l’asse fisso nel primo caso. 


G3. Un corpo è capace di girare liberamente intorno ad un asse 
fisso. Determinare le condizioni affinchè vi sia un centro di per- 
cossa e trovare la sua posizione. 

Si prenda l’ asse fisso come asse delle z , ed il piano delle xz 
passi pel centro di gravità del corpo. Siano X,Y,Z le parti riso- 
lute dell’impulso, e siano £, >3, £ le coordinate di un punto qua- 
lunque nella sua linea di azione. Sia Mk' 1 il momento d’inerzia 
del corpo rispetto all’ asse fìsso. Allora poiché ;/=0, le equazioni 
del moto sono, per l’Art. Gl, 


X = 0 \ 

Y — Mx r ( co' — co) l (1), 

Z = 0 ) 

YiZ — Z,Y — — (co' — co) Zmxz j 

= — (co' — co) Imyz l (2). 

%Y-y 1 X= (to' - co) Mk" ) 


Le pressioni impulsive sull’ asse fisso si omettono poiché per ipo- 
tesi esse non esistono. 

Da queste equazioni possiamo dedurre le condizioni seguenti. 

I. Da (1) vediamo che X=0, Z— 0, e quindi la forza deve agire 
perpendicolarmente al piano che passa per l’ asse e pel centro di 
gravità. 


II. Sostituendo da (1) nelle prime due equazioni di (2) abbia- 


,mxz 


mo 2,myz = 0 e Z — ■ — , . Poiché l’origine si può prendere do- 
vunque nell’asse di rotazione, si scelga in modo che Zmxz=0. 
Allora l’ asse delle z deve essere un asse principale nel punto 
dove il piano che passa per la linea di azione della percossa per- 
pendicolarmente all’asse incontra l’asso. Sicché non vi può es- 
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sere centro di percossa a meno che l’asse non sia un asse prin- 
cipale in qualche punto della sua lunghezza. 


III. Sostituendo da (1) nell’ ultima equazione di (2) abbiamo 
le ' 2 

5 = — . Per l’ Art. 58 questa è l’equazione per determinare il cen- 
tro di oscillazióne del corpo rispetto ali’ asse fisso considerato 
come un asso di sospensione.. Quindi la distanza perpendicolare 
tra la linea di azione dell’ impulso e l’ asse fisso deve essere egua- 
le alla distanza del centro di oscillazione dall’asse. 


Se l’asse fisso ò parallelo ad un asse principale nel centro di 
gravità, la linea d’azione della percossa passerà pel centro di 
oscillazione. 


ESEMPII. 


1. Trovare il tempo delle piccole oscillazioni di un cubo (1) 
quando un lato è fisso, (2) quando la diagonale di una delle sue 
facce è fissa; l’asse in tutti e due i casi essendo orizzontale. 


Risultato. Se 2 a è un lato del cubo, la lunghezza del pendolo 


semplice equivalente è nel primo caso 


4 a/2 


5 


a, e nel secondo - a. 

y d 


2. Una lamina ellittica è tale che quando oscilla intorno ad un 
lato retto come un asse orizzontale, l’altro lato retto passa pel 

centro di oscillazione; dimostrare che l’eccentricità ò =-. 

» J 


3. Un arco circolare oscilla intorno ad un asse condotto pel 
suo punto medio perpendicolarmente al piano dell’ arco. Dimo- 
strare che la lunghezza del pendolo semplice equivalente è indi- 
pendente dalla lunghezza dell’arco, ed è eguale al doppio del 
raggio. 

4. La densità di una verga varia come la distanza da un estre- 
mo, trovare l’asse perpendicolare ad essa rispetto al quale il 
tempo dell’oscillazione è un minimo. 


Risultato. L’asse passa per 1’ uno o l’altro dei due punti di cui 
la distanza dal centro di gravità è -^-a, dove a è la lunghezza 


della verga. 


5. Trovare quale asse nell’area di un ellisse devo essere fìsso 
affinchè il tempo di una piccola oscillazione sia un minimo. 


Risultalo. L’asse deve essere parallelo all’asse maggiore, e 
bisecare il semiasse minore. 
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6. Un bastone uniformo pendo liberamente da un estreftio, 
l’altro estremo essendo rasente il suolo. Una velocità angolare 
m un piano verticale si comunica allora al bastone , e quando 
esso si è innalzato per un angolo di 90°, 1* estremo dal quale pen- 
deva è lasciato libero. Quale deve essere la velocità angolare ini- 
ziale affinchè nel cadere sul suolo esso possa cadere ritto in piedi? 

1 Risultato, La richiesta velocità angolare w è data da 


«• = ?!£ + JL_L_ 

2 a ^ 2 a 


|(2 n + 1) 2j 


(2n + 1 )^ + 1 


dove n è un intero qualunque, e 2à è la lunghezza del bastone. 

7. Due corpi si possono muovere liberamente ed indipenden- 
temente sotto 1’ azione dèlia gravità intorno allo stesso asse oriz- 
zontalo, le loro masse sono w, m r , e le distanze dei loro centri 
di gravità dagli assi sono h y li' . Se le lunghezze dei loro pendoli 
semplici equivalenti sono L, 77, dimostrare che quando sono 
uniti insieme la lunghezza del pendolo equivalente sarà 


mh L + m' h r X! 
mh -}- m' h ’ 


8. Una lamina. uniforme pesante in forma di un settore di cir- 
colo è sospesa ad un asse orizzontale parallelo al raggio che bi- 
seca l’arco, ed oscilla sotto l’azione della gravità. Mostrare clic 
le pressioni sull’asse sono equivalenti ad una sola forza, e tro- 
vare la sua grandezza. Si vegga l’Àrt. 58. 


9. Un ellissoide solido ò fisso nel suo centro, ed è sollecitato 
da una coppia in un piano di cui i coseni di direzione riferiti ai 
diametri principali sono ( Imi ). Dimostrare che i coseni di dire- 
zione dell’asse iniziale di rotazione sono proporzionali ad ^ ^ 


m 


ed 


n 


c l + a 1 a 2 + b 2 


. Si vegga l’ Art. 60. 


10. Essendo presa una sezione piana qualunque dell’ ellissoide 
dei momenti di un corpo rispetto u$ un punto fisso, il corpo si 
può far girare intorno all’ uno o all’ altro dei diametri principali 
di questa sezione con l’ applicazione di una coppia di conveniente 
grandezza di cui l’asse è l’altro diametro principale. 

11. Un corpo che ha un punto 0 fisso nello spazio si fa girare 
intorno ad una linea retta proposta qualunque con l’applicazione 

II. * • 24 


ISO 
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della conveniente coppia. La posizione dell’asse di rotazione 
quando la grandezza della coppia è un massimo, si chiama un 
asse di massima ripugnanza. Dimostrare che vi sono sei assi di 
massima ripugnanza, due in ciascun piano principale, entrambi 
che bisecano gli angoli tra gli assi principali che sono nel loro 
piano. 

12. Se un corpo gira con velocità angolare uniforme co intorno 
ad un asse fìsso di cui i coseni di direzione relativi agli assi prin- 
cipali in un punto qualunque 0 della sua lunghezza sono (Imrì ) , 
allora le intere forze effettive del corpo 3ono insieme equivalenti 
ad una [forza lineare effettiva in 0, e ad una coppia di 

cui le parti risolute rispetto agli assi sono —{B—C)mn co 2 , 
—(C—A)nì co 2 e —(A-Jì)ìm co*, dove r' è la distanza del centro di 
gravità dall’ asse. 


13. Un corpo in quiete con un punto fisso nello spazio ò solle- 
citato da una coppia impulsiva di cui il momento è (r, il piano 
della quale taglia l’ellissoide dei momenti relativo al punto fisso 
in una sezione di cui l’area è J\ Se il/x 2 è il momento d'inerzia 
rispetto all’ asse iniziale di rotazione ed co è la velocità angolare 

Q ; 

iniziale, dimostrare che è sempre lo stesso per lo stesso cor- 

xeo r 1 1 


po, ed è eguale ad — 

Tic 



14. Un filo senza peso ò messo intorno ad una ellisse fissa il 
di cui piano è verticale, e le due estremità sono legate insieme. 
La lunghezza del filo è maggiore del contorno dell’ ellisse. Un 
elemento pesante può scorrere liberamente sul filo ed esegue pic- 
cole oscillazioni sotto l’azione della gravità. Dimostrare che il 
• pendolo semplice equivalente ò il raggio di curvatura deirellisse 
omofocale che passa per la posizione di equilibrio dell’elemento. 
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CAPITOLO IV. 

Moto in due Dimensioni. 


64. La posizione di un corpo nello spazio di due dimensioni si 
può determinare per mezzo delle coordinate del suo centro di gra- 
vità, e dell’angolo che una linea retta fissa nel corpo fa con una 
linea retta fissa nello spazio. Queste tre quantità si chiamano le 
« coordinate del corpo » ed il nostro oggetto si è di determinarle 
in termini del tempo. 

Il modo in cui ciò si può fare è stato spiegato nel secondo ca- 
pitolo. Tutto ciò che ora è necessario si è di trovare un’ espres- 
sione pel momento della quantità di moto 


in termini delle coordinate del corpo. Sia 0 la « coordinata an- 
golare )) del corpo, cioè l’angolo che una retta fissa nel corpo fa 
con una retta fissa nello spazio. Siano (/,<?') le coordinate polari 
di un elemento qualunque m riferito al centro di gravità del cor- 
ego' 

po come origine. Allora r' è costante durante il moto,. e è lo 


d 0 


dt 


stesso per ogni elemento del corpo ed eguale a—. Allora laquan- 

Cvv 

tità di moto angolare 


7 v / ,d'J , dx 

h = L m ( x — — ij — — 
V dt J dt 


) 



= (£mr f *) 



= m 2 


<70 
dt ’ 


dove Mk 1 è il momento d’ inerzia del corpo rispetto al suo cen- 
tro di gravità. 

Il metodo generale di procedere secondo l’ Articolo già citato 
sarà perciò il seguente. 

Siano (x, y ) le coordinate del centro di gravità di un corpo qua- 
lunque del sistema riferito ad assi rettangolari fissi nello spazio, 
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M la massa del corpo. Allora le forze effettive del corpo sono in- 

* * * d 2 x cV 1 w 

sieme equivalenti a due forze misurate da il/-—, ^ -y., che a gi- 

scono nel centro di gravità parallelamente agli assi delle coor- 

d-0 

dinate, insieme ad una coppia misurata dailJ7t 2 — — che tende a 

dir 

girare il corpo intorno al suo centro di gravità nella direzione 
secondo la quale si misura 0. Pel principio di D’ Alembert le forze 
effettive di tutt’ i corpi, se si rivolgono in senso contrario, si fa- 
ranno equilibrio con le forze impresse. Le equazioni dinamiche 
si possono quindi formare secondo le ordinarie regole della 
Statica. 

Per esempio, so prendiamo i momenti rispetto ad un punto di 
cui le coordinate sono (p,q) avremo un’equazione della forma 

Tir (/ N d f y d* 0 _ 

m j(s - p) a) + -Mk* = 




cip ! 




dove L è il momento delle forze impresse. In questa equazione 
(PìO.) possono essere le coordinate di un punto qualunque, fisso 
o mobile. Appunto come in un problema statico, la soluzione 
delle equazioni si può frequentemente semplificare di molto con 
una conveniente scelta del punto rispetto al quale si prendono i 
momenti. Così se vogliamo evitare 1* introduzione nelle nostre 
equazioni. di qualche reazione ignota, potremo prendere i mo- 
menti rispetto al punto di applicazione. Così ancora nel risolvere 
le nostre forze possiamo rimpiazzare le espressioni Cartesiane 

T. r (l 2 x , r d 2 y , „ . . 

JLt— , M con le forme polari 


dt 2 


dt 2 


M] 


\<Pr 

U» 


■ __ „ ( <j?\ 

■ \dt ) 


n 

) 


ed 


Tir 1 d 

M- — 
r dt 


( 4 ?) 


per le parti risoluto parallelamente e perpendicolarmente al rag- 
gio vettore. Se v è la velocità del centro di gravità, p il raggio 
di curvatura della sua traiettoria, possiamo alle volte usare an- 

dv v 2 

cora con vantaggio le forme “ e — per le parti risolute delle 

forze effettive secondo la tangente ed il raggio di curvatura della 
traiettoria del centro di gravità. 

G5. Supponiamo che si formino le equazioni del moto di cia- 
scun corpo risolvendo parallelamente agli assi delle coordinate 
e prendendo i momenti rispetto al centro di gravità. Otterremo 
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tro equazioni per ciascun corpo della forma 

, r d' 2 x _ 

ili — = Fco$y + ... 

T, r d 2 y 

M — = F seno -f ... 
Mk d* =Fp+ - 


a), 


dove F è una qualunque delle forze che agiscono sul corpo, di 
cui le parti risolute sono Fcos JFsen 9, e di cui il momento ri- 
spetto al centro di gravità è JFp. Queste le chiameremo le « E- 
quazioni Dinamiche » del corpo. 

Oltre di queste vi saranno alcune equazioni geometriche che 
esprimono le connessioni del sistema. Siccome ogni tale connes- 
sione forzata è accompagnata da una reazione ed ogni reazione 
da una connessione forzata, il numero delle equazioni geometri- 
che sarà lo stesso del numero delle reazioni ignote nel sistema. 

Avendo ottenuto il numero conveniente di equazioni del moto 
passiamo alla loro soluzione. Due metodi generali sono stati 
proposti. 

Primo Metodo. Si differenziino le equazioni geometriche duo 


volte rispetto a t f e si sostituiscano i valori di 


. d 2 x d 2 y d 2 0 


dallo 


di 2 * di 2 ’ di 2 

equazioni dinamiche. Avremo allora un numero sufficiente di e- 
quazioni per determinare le reazioni. Questo metodo sarà di gran- 
de vantaggio sempre che le equazioni geometriche sono della 
forma 

Ax + By -f CO = D ; (2), 


dove, A,B,C,D sono costanti. Supponiamo ancora che le equa- 
zioni dinamiche siano tali che scritto nella forma (1) contengano 
solamente le reazioni e le costanti nel secondo membro senza x,y 
0 0 . Allora, quando sostituiamo nell’ equazione 




ottenuta differenziando (2), abbiamo un’equazione che contiene 
solamente le reazioni e le costanti. Questo essendo vero per tutte 
le relazioni geometriche, è evidente che tutte le reazioni saranno 
costanti durante il moto ed i loro valori si possono trovare. Quin- 
di quando questi valori si sostituiscono nelle equazioni dinami- 
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che (1), i loro secondi membri saranno tutti costanti ed i valori 
di x } y t e 0 si possono trovare con una facile integrazione. 

Se però le equazioni geometriche non sono della forma (2), 
questo metodo di soluzione non potrà ordinariamente applicarsi. 
Infatti supponiamo che una equazione geometrica prenda la forma 

x 1 + y* = c 2 , 

contenente i quadrati invece delle prime potenze, allora la sua 
seconda equazione differenziale sarà 


d' l x d 2 // (dx \ 2 


di 2 


dt 


\dt) 


($'—■ 


d^x (Ih/ 

e sebbene possiamo sostituire per-y-^-, — , non possiamo, in ge- 

(11* (LL* 

nerale, eliminare i termini 0 (jjf) * 

66. Secondo Metodo. Supponiamo che il sistema consista di 
un solo corpo di massa m, e le equazioni del moto siano scritto 
nella forma 

d 2 x * r, 
m — = Ali + ... 


dt 2 
,,<P9 

mk — CR + 
dt - 


( 2 ), 


dove A,B t C sono i coefficienti di una reazione ignota R che può 
entrare in tutte lo equazioni. Moltiplicando queste equazioni ri- 
spettivamente per 2 2 ~ e 2^, o sommando, abbiamo 

dt dt dt 

dx d 2 x du d-y _ , , rfO d 2 0 

2w ~n -, T5- + 2w -77 + 2w/c 2 -7- — 

cZZ eZZ- cZZ eZZ 2 eZZ dt 2 

n ( . dx , du _ eZ0\ _ 

- 2 V a ¥ + ‘ B 5 F +c 5F/ b+ - 

poi sarà dimostrato in un capitolo seguente che, in virtù dello 
equazioni geometriche, il coefficiente eli R svanirà. E nello stesso 
modo tutte le altre reazioni ignote spariranno dall’ equazione. 

Integrando questa equazione otteniamo 


m 


( dx\* ( dy\ 2 ,/dOY . . . ' 

\dt) \di) ~ una uo ^ a l unzione d 1 y, e 0. 
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Se vi sono due equazioni geometriche saremo al caso di espri- 
mere x od y in termini di 0, e sostituendo avremo 

una nota funzione di 0. 
dt 

Questa equazione risoluta ci abiliterà a determinare x } y, e 0 
come funzioni di t . 

Se vi è solamente un’equazione geometrica vi sarà solamente 
una reazione ignota nelle primitive equazioni (1). Questa deve 
essere eliminata dalle equazioni con un procedimento diverso da 
quello descritto sopra, ed adattato al caso particolare in quistio- 
ne. E chiaro che non vi possono essere più di due relazioni geo- 
metriche indipendenti, poiché allora nessun movimento sarebbe 
in generale possibile. 

Se vi sono più corpi nel Sistema Dinamico proposto, si appli- 
cherà lo stesso procedimento. Ciascun gruppo di equazioni deve 
essere moltiplicato per i fattori sopra descritti e tutti i gruppi 
debbono essere sommati insieme. 

Questo metodo, con poche eccezioni, darà un primo integrale 
delle equazioni primitive libero dalle reazioni ignote. Se l’intero 
sistema di corpi è così connesso dalle sue relazioni geometriche 
che solamente un moto indipendente dell’ intero sistema sia pos- 
sibile, questa equazione sarà sufficiente a determinare quel mo- 
vimento. 

" Questo si chiama il metodo della forza viva. 

G7. Es. 1. Una verga OA può girare intorno ad un ganghero 
in 0, mentre V estremo A poggia sopra un cuneo levigato che può 
scorrere lungo un piano orizzontale levigalo condotto per 0. De- 
terminare il moto. 

\ 

Sia a = inclinazione del cuneo, M = sua massa ed x=OC. 



Sia l = lunghezza della verga, m = sua massa e 0 —AOC. Sia 
R la reazione in A. Allora abbiamo 
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le equazioni dinamiche , 

d' l x Jl sen a 


( 1 ), 


di 2 “ ili 


d 2 0 


127 • cos (a — 0) — - cos 0 

u 


( 2 ), 


m7c 2 


e V equazione geometrica , 


l 

x = sen (a — 0) (3). 

sen a 

È chiaro che dobbiamo applicare il secondo metodo di solu- 
zione. Quindi 


( 3 ). 



-f 211 1 sen a ~ + l cos (a -- 0) 


Il coefficiente di II si vede che svanisco differenziando l’equa- 
zione (3). Integrando abbiamo 


Sostituendo da (3) abbiamo 

cos 2 (a — 0) -{- ?nfc 2 }( rT) = C — mgl sen 0 (4) . 

( sen 2 a )\dt/ 

. Se la verga parte dalla quiete quando allora Q—mgl sen p. 

Questa equazione non si può integrare ulteriormente. Non pos- 
siamo perciò trovare 0 in termini di t. Ma la velocità angolare 
della verga, e quindi la velocità del cuneo, è data dall’equazione 
suddetta. 

68. Es; 2. Il ciondolo di un pendolo pesante contiene una ca- 
vità sferica che è ripiena di acqua . Determinare il movimento. 

Sia 0 il punto di sospensione, G il centro di gravità della parte 
solida del pendolo, Mìe 2 il suo momento d’inerzia rispetto ad O 
e sia OG=li. Sia C il centro della sfera di acqua, a il suo rag- 
gio ed OC— c. Sia m la massa dell’acqua. 

Se supponiamo che 1* acqua sia un fluido perfetto, l’ azione tra 
essa e la cassa deve, per la definizione di un fluido, essere nor- 
male al contorno sferico. Non vi sarà quindi alcuna forza che 
tenda a girare il fluido intorno al suo centro di gravità. Come il 
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pendolo oscilla qua e là, il centro della sfera parteciperà al suo 
movimento, ma non vi sarà rotazione dell’acqua. 

Per evitare d’introdurre nelle equazioni le reazioni ignote nel . 
punto di sostegno, prenderemo i momenti dell’ intero sistema ri- 
spetto a questo punto. Sia 0 l’angolo che CO , una linea fissa nel 
corpo, fa con la verticale. Allora, per l’ Art. 51, il momento ri- 
spetto ad 0 delle forze effettive sulla parte solida del pendolo è 


d 2 0 /77GV 

MIO—, Le forze effettive sull’acqua sono equivalenti a — j 

ed me — - secondo e perpendicolarmente ad OC. Il loro momento 
dt d 2 0 

rispetto ad 0 è quindi me 2 — . La sola forza impressa è la gra- 

Ct v 

vità, ed il suo momento rispetto ad 0 è (Mh+me)gsen 0. L’equa- 
zione del moto è quindi 


(MK 2 + me 2 ) 


d 2 0 
dt 2 


4- (Mh 4- me) g* sen 0 = 0. 


La lunghezza L' del pendolo semplice equivalente ò , per 
l’ Art. 53, 


MIO 4- me 2 
Mh -p me * 


Sia mie 2 il momento d’ inerzia della sfera di acqua rispetto ad 
un diametro. Allora se l’acqua divenisse solida e fosse rigida- 
mente connessa con la cassa, la lunghezza L del pendolo sem- 
plice equivalente sarebbe, per un simile ragionamento, 

MK 1 4- m (c 2 4- h 2 ) 

Mh 4- me 

Si vede che L' <L, sicché il tempo dell’oscillazione è minore 
che quando l’intero sistema è solido. 


Sulle Forze Impulsive . 

69. Nel caso in cui le forze impresse sono impulsive il prin- 
cipio generale enunciato nell’ Art. 64 di questo capitolo non ri- 
chiede che leggiera modificazione. 

Siano (w, v), (u',v') le velocità del centro di gravità di un 
corpo qualunque del sistema risolute parallelamente a due assi 
rettangolari qualunque immediatamente prima ed immediata- 
mente dopo dell’azione degl’impulsi. Siano co ed to' le velocità 
angolari del corpo intorno al centro di gravità negl’istessi istan- 
ti. E sia Mk 2 il momento d’inerzia del corpo rispetto al centro 

IT. 1 25 
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di gravità. Allora le forze effettive sul corpo sono equivalenti a 
due forze misurate da il f(u'—u) ed M{v'—v) agenti nel centro di 
gravità parallelamente agli assi delle coordinate insieme ad una 
coppia misurata da Mk 2 (io'— (o). 

Le forze effettive risultanti di tutt’i corpi del sistema si possono 
trovare con la stessa regola. Pel principio di D’ Alembert queste 
si faranno equilibrio con le forze impresse. Le equazioni del moto 
si possono poi trovare risolvendo in quelle direzioni e prendendo 
i momenti rispetto a quei punti che si troveranno più convenienti. 

In molti casi si troverà che con l’uso delle Velocità Virtuali si 
può effettuare senza difficoltà l’eliminazione delle reazioni ignote. 

70. Due corpi si urtano scambievolmente , spiegare la natura 
dell’azione che ha luogo tra essi. 

Quando due sfere di un materiale duro si urtano scambievol- 
mente, esse sembrano separarsi quasi immediatamente, ed un 
cambiamento finito di velocità si genera in ciascuna per la loro 
mutua azione. Questo cambiamento istantaneo di velocità è ca- 
ratteristico di una forza impulsiva. I centri di gravità delle sfere 
si muovano prima dell’ urto nella stessa linea retta con le velo- 
cità u e v. Allora dopo dell’urto esse continueranno a muoversi 
nella stessa linea retta, e siano fi', v' le velocità. Siano m , m' le 
masse delle sfere, D l’azione tra esse, allora abbiamo per l’ul- 
timo Articolo, 



m f 

, B ì 

V — V = — : 1 

m J 


Queste equazioni non sono sufficienti per determinare le tre 
quantità u’ , v', B. Per ottenere una terza equazione dobbiamo 
considerare ciò che ha luogo durante l’urto. 

Ciascuna delle palle sarà leggermente compressa dall’altra, 
sicché esse non saranno più sfere perfette. Ciascuna inoltre, in 
generale, tenderà a riprendere la sua forma primitiva sicché vi 
sarà un rimbalzo. Il periodo dell’urto si può quindi dividere in 
due parti. La prima, il periodo della compressione, quando la 
distanza tra i centri di gravità dei due corpi va diminuendo, e 
la seconda, il periodo della restituzione, quando la distanza tra 
i centri di gravità va crescendo. Al termine di questo secondo 
periodo i corpi si separano. 

La disposizione degli elementi di un corpo essendo disturbata 
dall’urto, doviemmo determinare i moti relativi delle diverse 
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parti del corpo. Così dovremmo riguardare ciascun corpo come 
una collezione di elementi liberi connessi dalle loro mutue azio- 
ni. Questi elementi messi in moto continuerebbero sempre nel 
movimento oscillando intorno ad alcune posizioni medie. 

Ordinariamente però si suppone che i cambiamenti di figura e 
di struttura siano così piccoli che l' effetto nell’ alterare la posi- 
zione del centro di gravità ed i momenti d’ inerzia del corpo si 
possa trascurare, e che l’intera durata dell’urto sia così breve 
che il movimento del corpo in quel tempo si possa trascurare. 
Se per alcuni corpi queste supposizioni non sono vere, gli effetti 
del loro urto si debbono dedurre dalle equazioni del secondo or- 
dine. Possiamo quindi asserire che nell’istante della massima 
compressione i centri di gravità dei due corpi si muovono con 
velocità eguali. 

Il rapporto della grandezza dell’ azione tra i corpi durante il 
periodo della restituzione a quella durante la compressione si 
trova essere diversa per i corpi di differenti materiali. In alcuni 
casi questo rapporto è così piccolo che la forza durante il periodo 
della restituzione si può trascurare. I corpi si dicono allora inc- 
lastici. In questo caso abbiamo immediatamente dopo V urto 

u' — v'. 

» 

Questo dà B = ■■— lìU — - (u — v) , / 

m -r m 

. , mu 4- m'v 

onde u — — . 

m -f m 

Se la forza di restituzione non si può trascurare, sia B V in- 
tera azione tra le palle, J? 0 l’azione sino all’istante delia massi- 
ma compressione. La grandezza di B si deve trovare con l’ espe- 
rimento. Ciò si può fare determinando i valori di il' e v\ e così 
determinando B per mezzo delle equazioni (1) . Questi esperimenti 
furono fatti per la prima volta da Newton, ed il risultato si è che 
B 

- è un rapporto costante dipendente'dal materiale delle palle. 
B 0 

Questo rapporto costante si chiami 1+ c. La quantità e è sempre 
minore dell’unità, nel caso limite quando e=l i corpi si dicono 
perfettamente elastici. 

Il valore di e essendo supposto conosciuto le velocità dopo 
dell’urto si possono trovare facilmente. L’azione B () si deve pri- 
ma calcolare come se i corpi fossero inelastici, quindi l’intero 
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valore di li si può trovare moltiplicando questo risultato per 
1 + e. Ciò dà 


E 


mm' 
m + mi 


(u -«;)(! -f e) 


j 


quindi u' e v' si possono trovare con le equazioni (1). 


71. Es. 1. Un filo è avvolto intorno alla circonferenza di un 
naspo circolare , e V estremo libero è legato ad un punto fìsso . 
Il naspo si leva in alto e poi si fa cadere, sicché nel momento in 
cui il filo è teso esso è verticale, e tangente al naspo. Il intero 
movimento essendo supposto aver luogo in un piano, determinare 
l’effetto deir impulso. 

Il naspo da principio cade verticalmente senza rotazione. Sia 
v la velocità del centro nel momento in cui il filo diviene teso ; 
v\ to' la velocità del centro e la velocità angolare immediata- 
mente dopo l’impulso. Sia T la tensione impulsiva, mk 2 il mo- 
mento d’inerzia del naspo rispetto al suo centro di gravità, a il 
suo raggio. 

Per evitare d’ introdurre la tensione ignota nelle equazioni del 
moto, prendiamo i momenti rispetto al punto di contatto del filo 
col naspo; allora abbiamo 

m (v 1 -v)a-\- mk-ol ~ 0 . (1). 


Nell’ istante della massima compressione la parte del naspo in 
contatto col filo non ha alcuna velocità. 


Quindi 

Risolvendo queste abbiamo io' = 


v’ ~ a to' = 0 (2). 

av 


a* + le* * 

tt“ 

Se il naspo è un cilindro omogeneo 7 j 2 = — , ed in questo caso 


abbiamo 


, 2v , 2 

w - , v' = ~ V. 

o a o 


Se si vuol trovare la tensione impulsiva, abbiamo risolvendo 
verticalmente 

m (?/ — v) — — T (3). 


Qnindi 


1 

I— - mv , 

ti 


Questi risultati daranno il moto iniziale dopo che il filo è di- 
venuto teso se il filo ed il naspo sono inelastici. Se essi hanno 
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una elasticità comune e, allora sappiamo che il valore corretto 
di T ò 



•s wt;(l + e). 


Il movimento di un naspo sollecitato da questa forza impul- 
siva conosciuta si trova facilmente. 

Risolvendo verticalmente abbiamo 


m ( v ' — v) = — ^ mv (1 -f é ) . 
ó 


Prendendo i momenti rispetto al centro di gravità, 

mk 2 <o' = ~ mva (1 - \ - e), 

O 


onde v' ed co' si possono trovare. 

Per trovare il movimento susseguente. Il centro del naspo in- 
comincia a discendere verticalmente, e non vi è alcuna forza oriz- 
zontale su di esso. Quindi esso continuerà a discendere in una 
linea retta verticale, e durante tutto il moto susseguente il filo 
è verticale. Il moto si può quindi investigare facilmente. Se po- 


T. 

marno a = 0 , 


e sia .F = la tensione finita del filo, si può mostrare 


che F = un terzo del peso, e che il naspo discende con una ac- 

o 

celerazione uniforme = - <7. La velocità iniziale del naspo è stata 

o 

trovata sicché lo spazio disceso in un tempo t dopo dell’urto 
è =v't+'^'^gP. 


72 . Es. 2. Quattro verghe eguali ciascuna di lunghezza 2 a c 
di massa m sono congiunte liberamente in modo da formare un 
rombo . Il sistema cade dalla quiete con una diagonale verticale 
sotto V azione della gravità ed urta contro un piano orizzontale 
fisso inelastico. Trovare il movimento susseguente . 

Siano AB, BG , CD, DF le verghe e sia AC la diagonale ver- 
ticale che urta sul piano orizzontile in A. Sia V la velocità di 
ogni punto del rombo immediatamente prima dell’urto e sia a 
P angolo che una verga qualunque fa con la verticale. 

Siano u, v le velocità orizzontale e verticale del centro di gra- 
vità ed w la velocità angolare di ciascuna delle verghe superiori 
immediatamente dopo dell’urto. Allora le forze eftéttive su cia- 
scuna verga sono equivalenti alla forza tn(v— V) agente vertical- 
mente ed mu orizzontalmente nel centro di gravità e ad una cop- 
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pia mk*& che tende ad accrescere l’angolo a. Sia li V impulso in 
0, la direzione del quale per la regola della simmetria è oriz- 
zontale. Per evitare d’introdurre la reazione in B nelle npstre 
equazioni, prendiamo i momenti per la verga BC rispetto a B 
ed abbiamo 

m/v 2 co + m(v— V) a sena — mt/a cos a = — lì- 2acos a ... (1). 

Ciascuna delle verghe inferiori incomincerà a girare intorno 
alla sua estremità A come un punto fisso. Se co' è la sua velo- 
cità angolare immediatamente dopo dell’urto, il momento della 
quantità di moto rispetto ad A immediatamente dopo dell’urto 
sarà w(/v 2 4-a 2 )co' ed immediatamente prima sarà m Va sena. La 
differenza di questi due è il momento rispetto ad A delle forze 
effettive su ciascuna delle verghe inferiori. Possiamo ora pren- 
dere i momenti rispetto ad A per le due verghe AB,BC insieme 
ed abbiamo 

wi(fc 2 -f-a 2 )co'— ?HFasena-M& 2 to+m(i;-F)asena-fmw-3acosa 

•- .fi- 4a cosa (2). 

Le equazioni geometriche si possono trovare così. 

Poiché le due verghe debbono fare angoli eguali con la verti- 
cale durante l’intero moto abbiamo 

co' = co (3) . 

Inoltre, poiché le due verghe sono connesse in B le velocità 
delle estremità delle due verghe debbono essere le stesse in di- 
rezione e grandezza. Risolvendo queste orizzontalmente e verti- 
calmente, abbiamo 

u -f a co cos a = 2a co' cos a (4) , 

v — a co sena = 2a co' sena (5). 

Queste cinque equazioni sono sufficienti per determinare il 
movimento iniziale. 

Eliminando fi tra (1) e (2), sostituendo per u,v, co' in termini 
di co dalle equazioni geometriche, troviamo 

3 Fsena 

t0 2 a{\ -f 3sen 2 a) 

In questo problema avremmo potuto evitare l’ introduzione 
della reazione ignota Ti con l’uso delle Velocità Virtuali. Sup- 
poniamo che si dia al sistema uno spostamento tale che l’ incli- 
nazione di ciascuna verga alla verticale si accresca della stessa 
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= 0 , 


quantità oa. Allora il principio delle Velocità Virtuali dà 

mk 2 loca — m(v — V) 3 (3 a cos a) -f mu 6 (a sen a)) 

4- m(& 2 -{- a 2 ) co' oa 4- wF3 (a cos a) j 

che si riduce a 

(2 k 2 -j- a 2 )to — Va sen a 4- 3 (v — F)a sen a + «a cos a = 0 , 

e la soluzione si può continuare come sopra. 

Trovare il moto susseguente. Possiamo procedere così. Le forze 
effettive su ciascuna delle verghe superiori saranno rappresen- 
tate dai coefficienti differenziali m —, ni - , mk 2 —, ed il ino- 


dt ’ dt 


dt 


d^ 


mento per ciascuna delle verghe inferiori sarà m (le 1 + a 2 ) — r- . 

Il 1/ 

Sia 0 l’angolo che ciascuna verga fa con la verticale al tempo 
t. Prendendo i momenti nello stesso modo come sopra, abbiamo 

, „ dio dv . du . 
mk- — - \- m—~ a sen 0 — m — a cos 0 
dt dt dt 


m (k 2 4- a 2 ) 


= — J£-2acosG + mg a senO (1)', 

dio' dio dv . du 

— — — mk 1 — + w— asenO 4- m «SacosQ 
dt dt dt dt 


= Il • 4a cos 0 -f mg a sen 0 (2)'. 

Le equazioni geometriche sono le stesse di quelle date sopra, 
scrivendo 0 in vece di a. 

Eliminando lì e sostituendo per u, v , abbiamo 

(2 k 2 4- a 2 ) ^ 4- a 2 j 9 sen 0 ~ (io sen 0) + cos 0 ~ (io cos 0) 


= 4 <7asen0; 


db 


moltiplicando i due membri per io = — ed integrando, otteniamo 

(1 c 


j 2 (k 2 + a 2 ) -f Sa 2 sen 2 0 \ io 2 = C - 8 ga cosO. 

Inizialmente quando 0=a, io ha il valore dato dall’equazione 
(6). Quindi troviamo che la velocità angolare to quando l’ incli- 
nazione di una verga qualunque alla verticale è 0 è data da 


« oan o 9F 2 sen 2 a 3 g 

(1 4- 3 sen 2 0) io 2 = — 4- — (cosa - cosO). 

4a 2 1 4- 3 sen 2 a a 
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73. Una lamina libera di forma qualunque gira nel suo pro- 
prio piano intorno ad un centro istantaneo di rotazione S ed urta 
in un ostacolo in P, situato nella linea retta che congiunge il cen- 
tro di gravità G ad S. Trovare il inulto P quando la grandezza 
dell’ urto è un massimo . 

In primo luogo , V ostacolo P sia un punto fisso. 

Sia GP-x, e sia B la forza dell' urto. Sia SG=h, e siano co, co' 
le velocità angolari intorno al centro di gravità prima e dopo del- 
l’urto. Allora /uo è la velocità lineare di G immediatamente pri- 
ma dell’ urto; sia v' la sua velocità lineare immediatamente dopo 
dell’urto. 


Abbiamo lp equazioni 

co' — co = — 



lìx 

Mk 2 

B 

M 


( 1 ), 


e supponendo il punto dell’urto ridotto in riposo, 

v’ + oro' = 0 (2). 

Sostituendo per co' e v f da (1) nell’equazione (2), otteniamo 


B = il/co • k 2 


x + li 
X 2 + k* m 


Questa si deve rendere un massimo. Eguagliando a zero il suo 
coefficiente differenziale rispetto ad x, otteniamo 


onde 


x- -f 2 hx — ìc 2 — 0 
x = - h + V h- + k*. 



Uno di questi valori di a? è positivo e l’altro negativo. Tutti e 
due corrispondono a punti di percosse massime, ma opposte in 
direzione. Così vi è un punto P col quale il corpo colpisce di 
fronte non solamente più potentemente che col centro stesso 0 
di percossa, ma anche più potentemente che con qualunque al- 
tro punto; e nello stesso tempo vi è un altro punto l v col quale 
il corpo colpisce con la massima forza possibile, ma accade così 
retrocedendo il corpo nella sua propria traslazione nello spazio. 

Sia k' il raggio di girazione rispetto afll’ asse istantaneo di ro- 
tazione, allora h 2 -] -k 2 =k' 2 ed h+x=SP\ onde SP=+k'. Quindi i 
due punti P,P' sono ad eguali distanze da S. Inoltre se 0 è il 
centro di oscillazione rispetto ad S come centro di sospensione, 
SG> SO— k ,2 \ onde SP 2 ~SG-SO. 
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Poiché Gl \ GB' sono le radici dell’equazione quadratica (3), 
sarà * . ■ 


GP' — GP = ih ) 
GP ■ GP' = k* j' 


L’ultima equazione mostra che se P si fa punto di sospensio- 
ne, P' è il corrispondente centro di oscillazione. E facile vedere 
che PP' è divisa armonicamente in G ed 0. 

In secondo luogo , sia l'ostacolo un elemento libero dì massa m. 

Allora, oltre delle equazioni (1), abbiamo l’equazione del moto 
dell’elemento m. Sia V' la sua velocità dopo dell’urlo, onde 




Il punto dell’urto nei' due corpi avrà dopo dell’urto la stessa 
velocità, quindi invece dell’equazione (2) abbiamo 


V' = v ' 4- a* to’ (5). 

Sostituendo per co', v', V' dalle equazioni (1) e (4) nell’equa- 
zione (5), otteniamo 

TO m (x -\-h) 

li = Mìo • Jc 2 — — . 

(M 4- m) k- 4- mx 2 

Questa si deve rendere un massimo. Eguagliando a zero il suo 
coefficiente differenziale rispetto ad x ì otteniamo 


x 2 q- 2 hx 




m / 


( 6 ); 


onde 


x 


= -h ± y 7(2 + 7 C 2 (1 + ^ . 


Questo punto non coincide con quello trovato quando l’osta- 
colo era fisso, a meno che non sia m infinito. Per trovare quando 
esso coincide col centro di oscillazione, dobbiamo porre k 2 = xh . 

~ ilL x -f- li * * 

Questo dà — = — - — o se x \-h è la. lunghezza del pendolo 

m . h M l 
semplice equivalente, — = r . 

m h 

11 

Poiché V' — — , è evidente che quando B è un massimo V' ò 

un massimo. Quindi i due punti trovati con l’equazione (6) si 
potrebbero chiamare i centri di massima-velocità comunicata. 

II. 2G 
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Yi sono altri plinti singolari in un corpo in movimento le di 
cui posizioni si possono trovare; così potremmo ricercare in qual 
punto un corpo deve urtare contro un ostacolo fìsso, affinchè in 
primo luogo la velocità lineare del centro di gravità sia un mas- 
simo, o in secondo luogo , affinchè la velocità angolare sia un mas- 
simo. Questi punti, rispettivamente, sono stati chiamati da Poin- 
sot i centri di massima Riflessione e Conversione. Riferendoci 
alle equazioni (1), vediamo che quando v' è un massimo Jl è o 
un massimo o un minimo, e quindi si può mostrare che il primo 
punto coincide col punto di massimo urto. Quando io' ò un mas- 
simo, dobbiamo rendere 

llx 

(*> — -= 77 r = massimo. 

Mie 2 


Sostituendo per lì, questa dà 

X” -• J — x 
h 


(7). 

7c 2 


Se 0 è il centro di oscillazione, abbiamo GO = — . Sia questa 

h 

lunghezza rappresentata da li. Allora l’equazione (7) diviene 

x 2 — 2 h'x — le 2 = 0 ( 8 ). ' 


Le radici di questa equazione sono le stesse funzioni di h' c le 
che quelle dell’ equazione (3) sono di h e le, eccetto che i segni 
sono opposti. Ora S ed 0 sono in parti opposte di G, quindi le 
posizioni dei due centri di massima Conversione serbano ad Oc 
G la stessa relazione che le posizioni dei due centri di massima. 
Riflessione serbano ad S e G. Se il punto di sospensione si cam- 
bia da S in 0 , le posizioni dei centri di massima Riflessione e 
Conversione si scambiano tra loro. 


Sul Moto Relativo o sugli Assi Mobili. 

74. In molti problemi dinamici il moto relativo dei diversi 
corpi del sistema è spesso tutto ciò che si chiede. In questi ca«i 
sarà vantaggioso di poter determinare ciò senza trovare il moto 
assoluto di ciascun corpo nello spazio. Supponiamo che si voglia 
il moto relativo ad un corpo (A). Vi sono due casi da considerare 

(1) quando il corpo {A) ha solamente un moto di traslazione, e 

(2) quando esso ha solamente un moto di rotazione. Il caso in cui 
il corpo (A) ha un moto sì di traslazione clic di rotazione si può 
riguardare corno una combinazione di questi due casi. Conside- 
riamoli in ordine. 
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75. Si voglia trovare il moto di un sistema dinamico qualun- 
que relativo ad un punto C in movimento. Possiamo evidente- 
mente ridurre C in quiete applicando ad ogni elemento del si; 
sterna un’accelerazione eguale ed opposta a quella di C. Sarà 
ancora necessario di supporre che una velocità iniziale eguale ed 
opposta a quella di C sia stata applicata a ciascun elemento. 

Sia f l’ accelerazione di C ad un tempo qualunque t. Se ogni 
elemento m di un corpo è sollecitato dalla stessa forza accclera- 
trice f parallela ad una direzione data qualunque, è chiaro che 
queste sono insieme equivalenti ad una forza f"Lm che agisce nel 
centro di gravità. Quindi per ridurre un punto qualunque C di 
un sistema in quiete, sarà sufficiente di applicare al centro di 
gravità di ciascun corpo in una direzione opposta a quella del- 
l’accelerazione di C una forza misurata da Mf, dove Me la massa 
del corpo ed f V accelerazione di C. 

Il punto C si può ora prendere come origine delle coordinate. 
Possiamo ancora prendere i momenti rispetto ad esso come se 
fosso un punto fìsso nello spazio. 

Consideriamo 1* equazione dei momenti un poco più minuta- 
mente. Siano (r, 0) le coordinate polari di un elemento qualun- 
que di un corpo di massa m riferito a C come origine. Le acce- 
lerazioni dell’ elemento sono 



secondo e perpendicolarmente al raggio vettore r. Prendendo i 
momenti rispetto a C, otteniamo 


f momento rispetto a C delle forze impresse più. 
.•> _ ) il momento intorno a G delle forze effettive di 

* ~iìt)~~ 1 C rivolte ih senso contrario supposte agire nel 
( centro di gravità. 



Se il punto C è fìsso nel corno e si muove con esso, — 

ut 

lo stesso per ogni elemento del corpo, e, come nell’ Art. 51 
biamo 


sarà 
, ab- 





70. Dall’equazione generale dei momenti rispetto ad un punto 
in movimento apprendiamo che possiamo usare l’equazione 

dio momento delle forze rispetto a C 
dt momento d’ inerzia rispetto a C 
nei seguenti casi. 
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Primo. Se il punto C è fìsso sì nel corpo clic nello spazio; poi- 
ché allora 1* accelerazione di C è nulla. 

• Secondo. Se il punto C essendo fisso nel corpo si muove nello 
spazio con velocità uniforme; per la stessa ragione come sopra. 

Terzo. Se il punto C è il centro di gravità, infatti in questo 
caso, benché l’ accelerazione di C non sia zero, pure il momento 
svanisce. 


Quarto . Se il punto C è il centro istantaneo di rotazione (*), 
ed il moto è una piccola oscillazione. Al tempo t il corpo gira 
intorno a C, e la velocità di C è quindi zero. Al tempo t-hdt , il 
corpo gira intorno ad un punto C' molto vicino a C. Sia CC'=do , 
allora la velocità di C è c odo. Quindi nel tempo dt la velocità di 

* do 

C è cresciuta da zero ad t odo, perciò la sua accelerazione è io — . 

Per ottenere V equazione accurata dei momenti rispetto a C dob- 

do 

biamo applicare la forza effettiva Sm • w — in direzione opposta 

, . . . dt . . do 

nel centro di gravità. Ma nelle piccole oscillazioni co e sono 

db 

entrambe piccole quantità i di cui quadrati e prodotti si debbono 
trascurare. Quindi il momento di questa forza deve essere tra- 
scurato, e l’equazione del moto sarà la stessa come se C fosse 
stato un punto fìsso. 

Si deve osservare che possiamo prendere i momenti rispetto 
ad un punto qualunque molto vicino al centro istantaneo di ro- 
tazione, ma ordinariamente sarà più conveniente di prendere i 
momenti rispetto al centro nella sua posizione disturbata. Se vi 
sono reazioni ignote al centro di rotazione, i loro momenti sa- 
ranno allora zero. 


Se si vuole l’equazione accurata dei momenti rispetto ai cen- 

da 

tro istantaneo, il valore di o> •— si deve trovare dalle circostanze 

dt 

particolari del problema che si considera. Per esempio, se un 
corpo rotola sopra una curva, allora l’arco do é descritto da G 

quando il corpo ha girato per un angolo — -i — dove p,p'sono 

? • 9 

ì raggi di curvatura del corpo e della curva nel punto di con- 


(*) Se un corpo è in moto in un piano si sa che l’ attuale spostamento dì 
ogni elemento nel tempo dt è lo stesso come se il corpo avesse girato per 
un angolo ccdt intorno ad un punto fisso C. Questo si può dimostrare indio 
stesso modo della proposizione corrispondente in Tre Dimensioni del Ca- 
pitolo seguente. 
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tatto, le curvature essendo supposte in direzioni opposte. Quin- 
di, poiché Lodt è l’angolo girato dal corpo nel tempo dt ì 

M * # 

dG io ' • 

dt~l T* 

~ + 77 

P P 

77. Esempio. clementi pesanti di masse m ed m ' sono con- 
nessi da un filo inestensibile , clic passa sul vertice di un doppio 
piano inclinato di massa M, il quale è capace di muoversi libera- 
mente sopra un pianò orizzontale fisso . Trovare la forza clic deve 
agire sul cuneo affinché il sistema sia in uno stato di equilibrio 
relativo. 

Qui sarà conveniente di ridurre il cuneo in quiete applicando 
ad ogni elemento un’accelerazione f eguale ed opposta a quella 
del cuneo. Supponendo fatto ciò l’intero sistema è in equilibrio. 
Se F ò la forza richiesta, abbiamo risolvendo orizzontalmente 
(3f + m -f m')f — F . 

Siano- a, a' le inclinazioni dei lati del ‘cuneo all’orizzontale. 
L’ elemento m è sollecitato da mg verticalmente ed mf orizzon- 
talmente. Quindi la tensione del filo è m(g sen a -r /*co3 a) . Con- 
siderando l’elemento m' , troviamo che la tensione è ancora 
m' (g sen al —f cos ài) . Eguagliando queste due abbiamo 


f= 


m sena — msena 


mi cos a' -f m cos a 


9- 


Quindi F è determinato. 


78. In seguito, consideriamo il caso in cui si vuol riferire il 
movimento a due linee rette 0£,0/] che girano intorno ad un’ori- 
gine fissa 0 con velocità angolare io. 

Siano Or, Ojj assi fissi qualunque e sia l’angolo rOj— 0. Siano 
£—03/’, >]=PJ£ le coordinate di un punto qualunque P. 



» » 4 

E chiaro che il movimento di V ò composto dai movimenti dei 

due punti M,N per semplice addizione. Le parti risolute della 
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(7? 

velocità di M sono -- e Eco secondo e perpendicolarmente ad OM. 
Le parti risolute della velocità di N sono nello stesso modo - 1 

... . . d* 

ed y;co secondo e perpendicolarmente ad ON. Addizionando que- 
ste con i loro convenevoli segni abbiamo 

velocità di P j dq 

parallela ad Oq ) di 

velocità di P dq ' 

parallela ad 07] j dt ^ ^ 

Nello stesso modo addizionando lo accelerazioni di il/ ed N 
abbiamo 

accelerazione di P ) d ^ % 1 d 

parallela ad Oq ) di’ 1 V] dt ^ 


accelerazione di P ) d’ 2 Yi _ 1 d 

_ \ = i _ Yt,\- J 

parallela ad Oy] ) dt' 1 


r z+ i sì <«**•>- 


lo 


d 2 -/' ' * 

Usando queste forinole invece di — e possiamo riferire 

il movimento agli assi mobili 0£, 07]. 

In modo simile possiamo usare le coordinate polari. In ques 
caso se (r, c?) sono le coordinate polari di P, abbiamo 

accelerazione di P ) d 2 r f do V. 

secondo il rag. vet. ) ~ dt 2 1 \dt 1 / ’ 

accelerazione di P j __ 1 d [ f dy \) 

perp. al rag. vet. ) r dt{ \dt ^ 

79. Esempio. Un elemento sotto V azione di forze qualunque si 
muove su di una curva levigata che è costretta a girare con ve- 
locità angolare co intorno ad un asse fìsso. Trovare il moto rela- 
tivo alla curva. 

Supponiamo che il moto sia in tro dimensioni. Si prenda l’asse 
delle Z per l’asse fisso, e siano gli assi delle q ì yj fissi relativa- 
mente alla curva. Allora le equazioni del moto sono, 

W~^ + \ £«*«> = r+ Jtm V (1), 


d 2 Z 

N 

w 


— Z -f- liti 
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dove X, Y, 7j sono le parti risolute delle forze acceleratrici im- 
presse risolute parallelamente agli assi, li è la pressione sulla 
curva, ed (7 ,w,w) sono i coseni di direzione della direzione di U. 
Allora poiché H agisce perpendicolarmente alla curva . 

c\\ dri di A 

l + »»'— + n ™ = 0. 
ds ds ds 

Supponiamo che la curva mobile si proietti ortogonalmente 

do 

sul piano delle £,*/;, sia a l’arco della proiezione, o v'= — la 

♦ Clt 

parte risoluta della velocitò, parallela al piano di proiezione. Al- 
lora le equazioni si possono scrivere nella forma 

cZ 2 £ diò _ , dir 

w -X + u-<i + - Si n+Mv To +HU . 

<Prt 2 io v’ p + Iìm , 

di * da 


di* 


d i 


? = X + Un. 


. . dt* 

(Jy\ (l !* 

I due termini 2iou' ~ oJ— 2 iov' ~ si possono riguardare come 

CIO (IO « 

le parti risolute di una forza 2tot>' che agisce in una direzione i 
di cui coseni di direzione sono 


V = 


tfyj dì , 

da' ~ da' n 


0. 


Questi soddisfano all’equazione 


„ dì , din .di . 
l'-f + m'y± + ri-? = 0. 
ds ds . ds 

* 

Quindi la forza è perpendicolare alla tangente della curva, ed 
anche perpendicolare all’ asse di rotazione. Sia li' la risultante 
della reazione li e della forza 2 (*>#'. Allora lì' agisce anche per- 
pendicolarmente alla tangente, siano (£", m", n") i coseni di di- 
rezione della sua direzione. 

Le equazioni del moto diventano quindi 


d*l 


nr oy . 


d co 
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* Queste sono le equazioni del moto di un elemento che si muove 

su di una curva /issa, e sollecitato in aggiunta delle forze im- 
presse da due forze estranee, cioè (1) una forza co 2 r che tende di- 
rettamente dall’asse, dove rè la distanza dell’elemento dall’asse, 

(/(O . 

e (2) una forza — r perpendicolare al piano che contiene l’ ele- 

mento e Tasse, in senso opposto alla direzione della rotazione 
della curva. 

In ogni problema particolare possiamo pérciò trattare la curva 
come fìssa. Cosi supponiamo che la curva giri intorno all’asse con 
uniforme velocità angolare. 

Allora risolvendo secondo la tangente abbiamo 

do _ dx dy • dz . dr 
v — = X— + Z — + co 2 / — , 


ds 


ds 


ds 


ds 


ds 


dove r è la distanza dell’elemento dall’asse. Sia V il valore ini- 
ziale di v, r 0 quello di r. Allora 

v'- - F 2 = 2 f (X dx + Xdy + Z dz) + io 2 (>■’- - r 0 2 ) . 

Sia v 0 La velocità che l'elemento avrebbe avuto sotto l’azione 
delle stesse forze se la curva fosse stata fissa. Allora 


. r 0 2 — V 2 = 2 

* 

Quindi v 2 — v 2 = co 2 (r 2 — r 0 2 ). 

La pressione sulla curva mobile non è eguale alla pressione 
sulla curva fissa. La pressione R sulla curva mobile è chiara- 
mente la risultante della pressione R' sulla curva fìssa, e di una 
pressione 2cor che agisce perpendicolarmente alla curva ed al- 
l’asse nella direzione del moto della curva. 


J ( X dx + Ydy + Z dz ) . 4 


Così supponiamo che la curva sia piana o giri uniformemente 
intorno ad un asse perpendicolare al suo piano, e che non vi siano 
forzo impresse. Abbiamo, risolvendo secondo la normale, 


v i 


= — co 2 r sene? + R' } 


dove 9 ò T angolo che r fa con la tangente. 

Se p è la perpendicolare condotta dall’ asse sulla tangente, ab- 
biamo, perciò, 




li — — p co 2 /; -f 2 cor. 
9 

Se co ò variabile, abbiamo in simil modo 
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1. Una sfera levigata è posta su di un piano orizzontale, ed 
un’ altra sfera che poggia su di essa è disturbata dalla sua posi- 
zione di equilibrio instabile. Le due sfere essendo omogenee, di- 
mostrare clic qualunque siano i loro raggi o i pesi, la sfera su- 
periore Pascerà l’inferiore prima clic l’angolo formato dalla ver- 
ticale con la congiungente dei centri diventi eguale a cos _i 

o 

2. Una trave rota su di un piano orizzontale levigato intorno 
ad un estremo, che è fisso, sotto l’azione di nessuna forza eccetto 
la resistenza dell’atmosfera. Supponendo che l’effetto ritardatore 
della resistenza su di un piccolo elemento della trave di lun- 
ghezza a sia wda(veloc.) 2 , allora la velocità angolare al tempo t 
è data da 

1 _ 1 - AOL 

u> iì 4 il/y. 2 


3. Un filo metallico circolare pesante ha il suo piano verticale 
ed il suo punto più basso ad un' altezza li al di sopra di un piano 
orizzontale. Un piccolo anello si proietta lungo il filo metallico 
dal suo punto più alto con una velocità angolare intorno al suo 


lOg 

centro eguale a nell’istante in cui il filo si lascia cadere. 


Mostrare che quando il filo raggiunge il piano orizzontale, l’ele- 
mento avrà descritto precisamente n rivoluzioni. 


4. Due verghe uniformi eguali di lunghezza 2 a, congiunte con 
un ganghero in una estremità, sono situate simmetricamente su 

ti 12 

di una sfera fissa levigata di raggio — , e sollevate in una po- 
ti 


sizione orizzontale sicché il ganghero sia a contatto con la sfera. 
Se esse si lasciano discendere 3otto razione della gravità, mo- 
strare che, quando sono in quiete, esse s’inclinano sotto un an- 
golo cos” 1 - all’orizzonte, che i punti di contatto con la sfera 


sono i centri di oscillazione delle verghe relativamente al gan- 
ghero, che la pressione sulla sfera in ciascun punto di contatto 
eguaglia un quarto del peso di ciascuna verga, e che non si eser- 
cita alcuno sforzo sul ganghero. 


5. Due verghe rettilinee eguali ed uniformi sono connesse nei 
loro estremi da due corde della stessa lunghezza a, in modo da 


II. 


27 
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formare un parallelogrammo. Una verga è sostenuta nel suo cen- 
tro da un asse fisso intorno al quale può girare liberamente, que- 
st’ asse essendo perpendicolare al piano del movimento che è ver- 
ticale. Mostrare che il punto medio della verga inferiore oscil- 
lerà come un pendolo semplice di lunghezza a, e che il movimento 
(ingoiare delle verghe è indipendente da questa oscillazione. 


6. Una corda sottile è legata ai due punti A, B nello stesso 
piano orizzontale, e porta un peso W nel suo punto medio. Una 
verga di cui la lunghezza è AB ed il peso TU, ha un anello su 
ciascun estremo, attraverso del quale passa la corda, e si lascia 
cadere dalla posizione AB. Mostrare che la fune deve essere al- 


5 


meno - AB, affinchè il peso possa mai raggiungere la verga. 
ó 


Inoltre se il sistema è in equilibrio, ed il peso si sposta leg- 
germente secondo la verticale, il tempo delle sue piccole oscilla- 


zioni è 2n 



7. Un filo sottile è racchiuso in un tubo circolare levigato elio 
gira liberamente intorno ad un diametro verticale; dimostrare 
che, nella posizione di equilibrio relativo, l’ inclinazione (0) alla 
verticale, del diametro che passa pel centro di gravità del filo, 
sarà data dall’ equazione 


cosO = 


y 


aio 2 cos ^ ’ 


dove io è la velocità angolare del tubo, a il suo raggio, e 2 ajJ la 
lunghezza del filo. Spiegare il caso in cui il valore di aio 2 cos (3 
è compreso tra g e —g. 

8. Un filo metallico levigato senza inerzia è piegato in forma 
di un’elica che è capace di girare intorno ad un asse verticale 
coincidente con una linea generatrice del cilindro sul quale essa 
è tracciata. Un piccolo anello pesante scende lungo l’elica, par- 
tendo da un punto in cui quest’asse verticale incontra l’elica: 
dimostrare che la velocità angolare dell’elica sarà un massimo 
quando essa ha girato per un angolo 0 dato dall’ equazione 

cos 2 0 4- tan 2 a 4- 0 sen20 = 0, 


a essendo l’inclinazione dell’ elica all’orizzonte. 

9. Una cavità sferica di raggio a è praticata in un cubo di vetr o 
di massa M, ed un elemento di massa m è posto nell’ interno. Il 
cubo è poi messo in moto su di un piano orizzontale levigato in 
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modo che 1* elemento va intorno alla sfera, rimanendo in contatto 
con èssa. Se la velocità di pi'oiezione è F, dimostrare che 



V- — 5 ng 4- 4 ag 


m 


M' 


M 

10. Tre verghe eguali situate in una linea retta sono con- 
giunte tra loro con gangheri, e si muovono con una velocità v 
perpendicolare alle loro lunghezze; se il punto medio della verga 
di mezzo diviene subitaneamente fisso, mostrare che le estremità 


delle altre due s’incontreranno in un tempo , a essendo la 

• 9t? • 


lunghezza di ciascuna verga. 


11. AB, BC sono due verghe uniformi eguali congiunte a cer- 
niera in B ì le quali si muovono con la stessa velocità in unadi- 
rezione perpendicolare alla loro lunghezza; se l’ estremo A si 
fissa subitaneamente, mostrare che la velocità angolare iniziale 
di AB è tre volte quella di BC. Inoltre mostrare che nel moto 
susseguente delle verghe il massimo angolo tra esse eguaglia 


cos 1 -, e che quando sono poi in una linea retta, la velocità an- 


golare. di BC è nove volte quella di AB. 

% * 

- 12. Tre travi pesanti, uniformi ed eguali, congiunte insieme 
sono collocate nella stessa linea retta su di una tavola levigata, 
ed un dato impulso orizzontale è applicato al punto medio della 
trave di mezzo in una direzione perpendicolare alla sua lunghez- 
za; mostrare che l’impulso istantaneo su ciascuna delle altro 
travi è un sesto del dato impulso. 


13. Tre travi della stessa sostanza, congiunte insieme in modo 
da formare una trave, sojio collocate su di una tavola orizzon- 
tale levigata. Le due travi estreme sono eguali in lunghezza, ed 
una di esse riceve un urto nella sua estremità libera in una di- 
rezione perpendicolare alla sua lunghezza. Determinare la lun- 
ghezza della trave di mezzo affinchè si comunichi alla terza la 
massima possibile velocità angolare. 


Risultato. La lunghezza della trave di mezzo deve stare a cia- 
scuna delle altre travi come \!3 : 2. • 

14. Una verga mobile in un piano verticale intorno ad un gan- 
ghero nel suo estremo superiore ha una data verga uniforme con- 
giunta al suo estremo inferiore da un ganghero intorno al quale 
essa può girare liberamente nello stesso piano verticale come la 
verga superiore; in qual punto la verga inferiore deve essere col- 
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> * * 

pita orizzontalmente in quello stesso pianò verticale affinchè la 

verga supèriore non risenta inizialmente l’effetto dell’ urto? 

, * » 

15. Una trave uniforme è bilanciata intorno ad un asse oriz- 
zontale che passa pel suo centro di gravità, ed una palla perfet- 
tamente elastica si fa cadere da un’altezza li . sopra un estremo;* 
determinare il movimento della trave e della palla. 

. Risultato. Siano Mpi le masse della trave e della palla, 2a= 
lunghezza della trave, V,V' le velocità della palla negl’istanti 

prima e dopo dell’urto, co' la velocità angolare della trave. Allora 

* 

* . 

, _ - _ 3 m — M 

“ = (JII + 3m)à’ V ~ V ’ '• 

* • , ♦ . * , 

16. Una lamina libera di forma qualunque gira nel suo pro- 
prio piano intorno ad un centro istantaneo di rotazione S ed urta 
in un ostacolo fìsso, P, situato nella linea retta che congiunge 
il centro di gravità G ed S. Trovare la posizione di P, primo t 
affinchè il centro di gravità si riduca in quiete, in secondo luogo 
affinchè la sua velocità dopo dell’urto sia la stessa come prima 
dell’ urto ma in direzione opposta. 

Risultato. Nel primo caso,-P coincide o con G o col centro di 
oscillazione. Nel secondo caso i punti x = GP si trovano dall’e- 
quazione 

7r 2 h 2 

x 2 - x + ~ = 0, dove SG — h. 

2/z 2 ’ . 

# 

17. Un quadrato si muove liberamente intorno àd una diago-' 
naie con la velocità angolare co, quando uno dei vertici non in 
quella diagonale diviene fisso; determinare la pressione impul- 
siva sul punto fisso, e mostrare che la velocità angolare istan- 

co 

tanea sarà 

* 

18. I punti ABCD sono i vertici di un quadrato; AB, CD sono 
due verghe simili eguali connesse dalla corda BC, eguale in lun- 
ghezza a ciascuna di esse. Il punto A riceve un impulso nella di- 
rezione AD , mostrare che la velocità iniziale di A è sette volte 
quella del punto D. 

10. Un rombo è formato di quattro verghe rigide uniformi, 
ciascuna di lunghezza 2 a, congiunte liberamente alle loro estre- 
mità. Se il rombo è collocato sopra una tavola orizzontale levi- 
gata e si dà un urto ad angoli retti ad una qualunque delle ver- 
ghe, il rombo incomineerà a muoversi eorne un corpo rigido se 
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Furto è applicato ad un punto lontano per a(l— cosa) da un an- 
golo acuto, dove a è 1’ angolo acuto. 


20. Un rettangolo è formato da quattro verghe uniformi di 
lunghezze 2 a e 2 b rispettivamente, le quali sono connesse da 
gangheri nei loro estremi. Il rettangolo gira intorno al suo cen- 
tro sopra un piano orizzontale levigato con una velocità angolare 
n, quando un punto in uno dei lati di lunghezza 2 a diviene su- 
bitaneamente fisso. Mostrare che la velocità angolare dei lati di 


lunghezza 2 b diviene immediatamente 


3rH-5 
Oa-f 4b 


n. Trovare inol- 


tre il cambiamento nella velocità angolare degli altri lati e Fa- 
zione impulsiva nel punto. che diviene fisso. 


21. Delle travi eguali AB, BC , CD... sono connesse da gan- 
gheri, le travi sono situate sopra un piano orizzontale levigato, 
ciascuna ad angoli retti sulle due adiacenti, in modo da formare 
una figura somigliante ad una serie di scalini, e si dà un impulso 
all’ estremo A secondo AB. Se X n è Fazione impulsiva nelF?t n, ° 
vertice, mostrare che 


^ 2 /H-l”^-‘^ 2 /i+ 2 _ " 2 À 2 , 14 .3 — 0, ed X 2/t+2 ^-^2/14-t 2\ ìn —0. 


2n+2 


2 « 4-3 


Quindi trovare X 7i . 

22. Tre verghe eguali uniformi ed inelastiche congiunte in- 
sieme a cerniera sono situate in linea retta sopra una tavola oriz- 
zontale levigata, e le due estreme sono messo in moto intorno 
agli estremi della media con velocità angolari eguali (1) nella 
stessa direzione e (2) in direzioni opposte. Dimostrare che nel 
primo caso, quando le verghe estreme fanno il massimo angolo 
con la direzione della media prolungata da ciascuna parte la vo- 

4io 

locità angolare comune delle tre è — , e nel secondo caso dopo 
F urto delle due verghe estreme il triangolo formato da esse si 
muovcrà con velocità uniforme , 2 a essendo la lunghezza di 

ó 


ciascuna verga. 


23. Due corde di lunghezze eguali hanno un’estremità legata 
ad un peso C c le loro altre estremità legate a due punti A , B 
nella stessa orizzontale. Se si taglia una la tensione dell’ altra si 

a 


altera istantaneamente nel rapporto 1:2 eos 2 


2 ‘ 


24. Due verghe eguali AC,BC, sono liberamente connesse in 
C , ed uncinato i niui/, duo punti nella stessa linea orizzontale 
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* 

ciascuna verga essendo allora inclinata sotto un angolo a all’o- 
rizzonte. Togliendo subitaneamente l’uncino B, dimostrare che 
la direzione dello sforzo in C si sposta istantaneamente per uu 
angolo 

^ / 1 4- 6 sen 2 a 2 — 3 cos 2 a\ 

\l + 6cos*a 3 sen a cosa/’ 


25. Una lamina ellittica è sostenuta coi suo piano verticale e 
l’asse maggiore orizzontale da duo caviglie senza peso che pas- 
sano per i fuochi. Togliendo un perno mostrare che se l’occen- 

/ 2~ 

tricità dell’ ellisse è y - , la pressione sull’ altro perno non sarà 
inizialmente alterata. 


26. Tre elementi eguali A, B, C che si respingono scambie- 
volmente con forze cpialunque, sono legati insieme per mezzo di 
tre funi di lunghezze disuguali, in modo da formare un triangolo 
rettangolo in A. Se si taglia la fune che congiunge B e C, di- 
mostrare che i cambiamenti istantanei di tensione dello funi che 

congiungono BA, CA sono - TcosB ed - Tcos C rispettiva- 

U L . 

mente, dove B c C sono gli angoli opposti alle funi che congiun- 
gono CA, AB rispettivamente. 

27. Due elementi (w, m') sono congiunti da un fdo che passa 
per un piccolo anello fisso e sono tenuti in modo che il filo sia 
orizzontale; le loro distanze dall’anello essendo a ed a' , si la- 
sciano andare. So p , p' sono i raggi iniziali di curvatura delle 
loro traiettorie, dimostrare che 


m 

7 



ed 


1111 

— 1 — } — 1 7 * 

p p a a 


28. Un triangolo equilatero è sospeso da un punto per mezzo 
di tre funi, ciascuna eguale ad uno dei lati, attaccate ai suoi ver- 
tici; se si taglia una fune, mostrare che le tensioni delle altre 
due si diminuiscono nel rapporto di 36 : 43. 


29. Una verga orizzontale di massa m e lunghezza 2 a, pende 
per mezzo di due funi parallele di lunghezza 2 a attaccate ai suoi 
estremi: una velocità angolare w essendo subitaneamente comu- 
nicata ad essa intorno ad un asse verticale che passa pel suo cen- 
tro, mostrare che 1’ accrescimento iniziale di tensione di ciascuna 

« maO) 2 . a- co- 

lline eguaglia — - — , o che la verga saura per uno spazio — — . 
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30. Un solido uniforme, nella figura di un paraboloide di ro- 
tazione, poggia col suo vertice sopra un piano orizzontale levi- 
gato. Esso è diviso simmetricamente da un piano verticale. Spie- 
gare perchè la pressione sul piano diminuisce istantaneamente; 
trovare il cambiamento di pressione. 

31. Un anello circolare è fisso in una posizione verticale sopra 
un piano orizzontale levigato, cd un piccolo anello è messo sul 
circolo, ed attaccato al punto più alto per mezzo di un filo che 
sottende un angolo a al centro; dimostrare che se si taglia il filo 
e si lascia libero il circolo, le pressioni sull’ anello prima e dopo 
che si taglia il filo sono nel rapporto ilf-j-msen 2 a:ilfcosa, m ed 
M essendo le masse dell’ anello e del circolo. 


32. Due verghe eguali uniformi, ciascuna di massa m, sono 
situate in forma della lettera X sopra un piano orizzontale levi- 
gato, le estremità superiori ed inferiori essendo connesse da funi 
eguali; mostrare che qualunque fune sitagli, la tensione .dell’al- 
tra è la stessa funzione dell’ inclinazione delle verghe, ed iniziai- 


o 

O 


mente è ^w^sena, dove a è l’ inclinazione iniziale delle verghe. 

o 


3o. Un’estremità C di una verga si fa girare con velocità an- 
golare uniforme n nella circonferenza di un circolo di raggio a, 
mentre la verga stessa si fa girare in senso opposto con la stessa 
velocità angolare intorno a quella estremità. La verga inizial- 
mente coincide con un diametro, ed un anello levigato capace di 
scorrere liberamente lungo la verga è posto nel centro del cir- 
colo. Se r è la distanza dell’ anello da C al tempo /, dimostrare 
che 

r — ( e 1,1 + e~ nt ) -f ~ cos 2 ut. 

5 • 5 
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CAPITOLO V. 

Moto di un Corpo rigido in tre dimensioni. 

Geometria del Movimento di un Corpo rìgido. 

80. Se gli elementi di un corpo sono connessi rigidamente tra 
loro, allora qualunque sia la natura del movimento generato dalle 
forze, vi debbono essere alcune relazioni generali tra i movimenti 
degli elementi del corpo. Queste debbono essere tali che cono- 
sciuto il movimento di tre punti non in linea retta, se ne possa 
dedurre quello di ogni altro punto. Sarà quindi nostro scopo in 
primo luogo di considerare il carattere generale del movimento 
di un corpo rigido indipendentemente dalle forze che lo produ- 
cono, e di ridurre la determinazione del movimento di ogni ele- 
mento al minore numero possibile di quantità indipendenti: ed 
in secondo luogo considereremo in qual modo quando le forze 
sono date queste quantità indipendenti si possano trovare. 

81. Un punto di un corpo rigido in movimento essendo fìsso , 
si cerca di dedurre le relazioni generali tra i 'movimenti degli 
altri punti del corpo. 

Sia 0 il punto fisso e si prenda come centro di una sfera mo- 
bile che supporremo fissa nel corpo. Il raggio vettore di un punto 
qualunque Q del corpo tagli la sfera in P, allora il movimento 
di ogni punto Q del corpo sarà rappresentato da quello di P. 

Se gli spostamenti di due punti A, P, sulla sfera nel piccolo 



tempo di sono dati da AA' f PP', allora chiaramente lo sposta- 
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mento di ogni altro punto P sulla sfera si può trovare costruendo 
sopra A'B' come base un triangolo A' l v B' simile ed eguale ad 
APB. Allora PP' rappresenterà lo spostamento di P. Si può as- 
sumere come evidente, o si può dimostrare come in Euclide, che 
sulla stessa base e dalla medesima parte di essa non vi possono 
essere duo triangoli sulla stessa sfera, i quali abbiano i loro lati 
che terminano in un’estremità della base eguali tra loro, e si- 
milmente quelli che terminano nell’altra estremità. 

Siano I) ed E i punti medii degli archi AA' ,BB' , e siano PC, 
EC gli archi di circoli massimi perpendicolari ad AA! , BB’ ri- 
spettivamente. Allora chiaramente CA=CA' e CB—CB e quin- 
di poiché le basi AB Ì A'B ' sono eguali, i due triangoli ACB, 
A'CB' sono eguali e simili. Quindi lo spostamento di 0 è zero. 

Inoltre è evidente poiché gli spostamenti di 0 e C sono zero 
che lo spostamento di ogni punto nella linea retta OC è anche zero. 

Quindi se un corpo è in movimento in un modo qualunque in- 
torno ad un punto fisso 0, vi è ad ogni istante una linea retta 
OC tale che lo spostamento di ogni suo punto nel tempo dt è zero. 

Poiché ogni punto in OC è in quiete, possiamo supporre che 
questa linea retta sia fissa nello spazio. Il corpo quindi può es- 
sere portato da una posizione qualunque AB in un' altra A'B' 
per mezzo di una rotazione intorno ad OC come asse per un an- 
golo PCF' tale che un punto qualunque P sia portato in coinci- 
denza con la sua nuova posizione P' . Allora ogni punto del corpo 
sarà portato dalla sua prima alla sua seconda posizione. §i chia- 
mi quest’angolo clO. 

82. Def. L’ultimo rapporto di quest’angolo dO al tempo dt si 
chiama la velocità angolare del corpo intorno ad OC, e la linea 
retta OC si chiama l’asse istantaneo al tempo t . 

La velocità angolare si può anche definire essere l’ angolo pel 
quale il corpo girerebbe in una unità di tempo se continuasse a 
girare durante quella unità con la stessa velocità angolare che 
avea nell’istante proposto, ed intorno allo stesso asse. 

83. Spiegare ciò che s’ intende per un corpo che ha velocità an- 
golari intorno apiic assi nello stesso tempo . 

Un corpo in movimento si dice di avere una velocità angolare 
io intorno ad una linea retta, quando, girando il corpo intorno 
a questa linea retta per un angolo udt, ogni punto del corpo è 
portato dalla sua posizione al tempo t alla sua posizione al tempo 
t -}- dt. 

Supponiamo che durante tre intervalli successivi ciascuno di 
II. 28 
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tempo dt, il corpo giri successivamente intorno a tre linee rette 
diverse OA, OB , OC che s’incontrano in un punto 0 per gli an- 
goli w.,d£, i o 2 dt, t o 3 dt. Allora dimostreremo prima che la posizione 
finale è la stessa in qualunque ordine si effettuino queste rota- 
zioni. Sia P un punto qualunque nel corpo, e siano le sue di- 
stanze da OA, OB , OC, rispettivamente r ìf r 2 , r 3 . Giri prima il 
corpo intorno ad OA , allora P riceve uno spostamento t i) t r t dl. 
Per questo movimento r 2 diventi r 2 + dr t , allora lo spostamento 
cagionato dalla rotazione intorno ad OB sarà in grandezza 
(o 2 (r 2 + dr 2 )dt. Ma secondo i principi del Calcolo Differenziale 
possiamo nel limite trascurare le quantità del secondo ordine, e 
lo spostamento diviene io 2 r 2 dt. Così ancora lo spostamento do- 
vuto alla rimanente rotazione sarà io 3 r 3 dt. E questi tre risultati 
saranno gli stessi in qualunque ordine le rotazioni abbiano luo- 
go. In modo simile possiamo dimostrare che le direzioni di que- 
sti spostamenti saranno indipendenti dairordine. Lo spostamento 
finale è la diagonale del parallelepipedo descritto su queste tre 
linee come lati, ed è perciò indipendente dall’ordine delle rota- 
zioni. Essendo dunque le tre rotazioni del tutto indipendenti, si 
può dire che esse hanno luogo simultaneamente. 

Quando si dice che un corpo ha velocità angolari intorno a tre 
assi diversi s’ intende solamente che il movimento si può deter- 
minare come segue. Si divida l’intero tempo in piccoli intervalli 
ciascuno eguale a di. Durante ciascuno di questi, giri il corpo 
intorno ai tre assi successivamente, per gli angoli io ì dt ì io 2 dt, 
io 3 dt. Allora quando dt diminuisce senza limite il moto durante 
l’ intero tempo sarà accuratamente rappresentato. 

84. Se due velocità angolari intorno a due assi OA, OB sono 
rappresentate in grandezza e direzione dalle due lunghezze OA, 
OB; allora la diagonale OC del parallelogrammo costruito sopra 
OA, OB come lati sarà V asse risultante di rotazione , e la sua 
lunghezza rappresenterà la grandezza della velocità angolare ri- 
sultante. Questa Proposizione si chiama comunemente « Il pa- 
rallelogrammo delle velocità angolari. » 

Sia P un punto qualunque in OC, e siano PM, PN perpendi- 
colari ad OA, OB’. Poiché OA rappresenta la velocità angolare 
intorno ad OA e PM è la distanza di P da OA, il prodotto OA • PM 
rappresenterà la velocità di P dovuta alla velocità angolare in- 
torno ad OA. Similmente OiL IWrappresenterà la velocità di P 
dovuta alla velocità angolare intorno ad OB. Siccome P è a si- 
nistra di OA ed a dritta di OB, se guardiamo rispettivamente 
secondo queste direzioni, è evidente che queste velocità sono in 
direzioni opposte. 
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Quindi la velocità di un punto qualunque P è rappresentata da 

OA-PM- OB'-PN 
= OP [ OA-sznCOA — OB-senCOB J 
= 0 . 

Quindi il punto P è in quiete ed OC è l’asse risultante di ro- 
tazione. 



Sia io la velocità angolare intorno ad OC, allora la velocità 
di un punto qualunque A in OA è perpendicolare al piano A GB 
ed è rappresentata da co - distanza di A da OC— co - OAsenCOA. 
Ma poiché il movimento è anche determinato dalle due velocità 
angolari intorno ad OA, OB , il movimento del punto A è anche 
rappresentato da OB • distanza di A da OB~ OB- OAsenBOA ; 
quindi 


A 


c o = Co- 


seni* 0yl 
sen C OA 


~ OC. 


Quindi la velocità angolare intorno ad OC è rappresentata in 
grandezza da OC. 

Da questa proposizione possiamo dedurre come corollario « il 
parallelogrammo delle accelerazioni angolari ». Infatti, se OA, 
OB rappresentano le velocità angolari addizionali impresse su 
di un corpo in un istante qualunque, ne segue che la diagonale 
OC rappresenterà la velocità angolare addizionale risultante in 
direzione e grandezza. 


85. Questa proposizione mostra che le velocità angolari e le 
accelerazioni angolari si possono comporre e risolvere con le 
stesse regole e nello stesso modo come se fossero forze. Cosi una 
velocità angolare co intorno ad un asse dato qualunque si può ri- 
solvere in due, tocosa ed cesena, intorno ad assi ad angoli retti 


TZ 


tra loro e che formano gli angoli a e - — a con l’asse dato. 

u 

Se un corpo ha le velocità angolari co,, to 2 , to 3 intorno a tre 


ì 


/ 


% 
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assi Ox } Oy , Oz ad angoli retti, esse sono insieme equivalenti 
ad una sola velocità angolare co, dove co= vcò 1 2 4-co 2 t +co 3 2 , intor- 
no ad un asse clie fa con gli assi dati gli angoli i di cui coseni 


IO. (O. 


co, 


sono rispettivamente — , — Questo si può dimostrare, co- 

co co co 

me nella proposizione corrispondente nella Statica componendo 
le tre velocità angolari, prendendole due alla volta. 

Però sarà inutile di ricapitolare le diverse proposizioni dimo- 
strate per le forze nella Statica riferendole alle velocità ango- 
lari. Possiamo usare « il triangolo delle velocità angolari » o le 
regole per comporre insieme più velocità angolari, senza ulte- 
riore dimostrazione. 


86. Un corpo ha le velocità angolari co, co' intorno a due assi 
paralleli OA, O'B alla distanza a tra loro, trovare il movimento 
risultante. 

Poiché le linee rette parallele si possono considerare come il 
limite di due linee rette che s’ intersegano ad una distanza molto 
grande, segue dal parallelogrammo delle velocità angolari che 
le due date velocità angolari sono equivalenti ad una velocità an- 
golare intorno ad un asse parallelo 0"C situato nel piano che 
contiene OA, O'B. 

Sia x la distanza di questo asse da OA , e supponiamo che esso 
sia con OB dalla stessa parte di OA. Siaiì la velocità angolare 
intorno ad esso. 

Si consideri un punto qualunque P, alla distanza y da OA e 
situato nel piano dei tre assi. La velocità di P dovuta alla rota- 
zione intorno ad OA è co?/, la velocità dovuta alla rotazione in- 
torno ad O'B è Lù'(y-a). Ma queste due insieme debbono essere 
equivalenti alla velocità dovuta alla velocità angolare risultante 
iì intorno ad 0"C, e questa è £l(y—x), quindi 

t oy 4- 1 ù'(g - a) =zil(y- x). 

Questa equazione è vera per tutt’ i valori di y , onde 

— co -j- co' | 

cuo' f* 

x = \ 

iì J 

Questo è lo stesso risultato che si sarebbe ottenuto se avessi- 
mo cercato la risultante di due forze co, co' agenti socondo OA y OB. 
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Se co = — to', la velocità angolare risultante svanisce^ ma x è 
infinita. La velocità di un punto qualunque P è in questo caso 

uy + co' (y — a) = a co, 

. * 

la quale è indipendente dalla posizione di P. 

Il risultato si è che due velocità angolari, ciascuna eguale ad 
co ma tendenti a girare il corpo in direzioni opposte intoni i a 
due assi paralleli ad una distanza a tra loro, sono equivalenti 
ad una velocità lineo, re rappresentata da aio. Ciò corrisponde alla 
proposizione nella Statica che « una coppia » è propriamente mi- 
surata dal suo momento. 

Possiamo dedurre come corollario, che un moto di rotazione co 
intorno ad un asse OA è equivalente ad un eguale movimento 
di rotazione intorno ad un asse parallelo O'B più un movimento 
di traslazione «co perpendicolare al piano che contiene OA^O'B, 
e nella direzione nella quale si muove O'B. 

87. Ogni movimento di un corpo rigido si può rappresentare 
con una combinazione dei due moli seguenti. 

1. ° Un molo di traslazione , in cui ogni elemento si muove pa- 
rallelamente alla direzione del movimento di impunto assegnato 
qualunque connesso rigidamente col corpo , e con la stessa velocità. 

2. ° Un moto di rotazione dell’ intero Corpo intorno ad un asse 
condotto per questo punto assegnato. 

È evidente che il cambiamento di posizione del corpo si può 
effettuare primo, movendo un punto qualunque 0 dalla sua an- 
tica alla sua nuova posizione con un moto di traslazione, ed in 
secondo luogo , ritenendo questo punto 0 fisso, movendo due 
punti qualunque del corpo non in linea retta con 0 sino alle loro 
nuove posizioni. Quest’ultimo movimento è stato dimostrato es- 
sere equivalente ad una rotazione intorno ad un solo asse con- 
dotto per 0. 

Siano co, , co 2 , co 3 le parti risolute della velocità angolare ri- 
spetto a tre assi rettangolari qualunque che s.’ incontrano in 0 ; 
UyV y w le velocità lineari di 0 parallele a questi assi. Allora 
queste sei quantità determinano lo stato di movimento del corpo 
nell’istante che si considera. È chiaro che possiamo scegliere un 
punto qualunque del corpo pel punto 0, sicché il movimento si 
può rappresentare in moltissime maniere. Le relazioni che esi- 
stono tra queste si possono dedurre dalle proposizioni corrispon- 
denti della Statica. 

88. Spiegare una certa analogia che esiste tra la Statica e la 
Dinamica. 
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Tutte le proposizioni della Statica relative alla composizione 
ed alla risoluzione delie forze e delle fcoppie sono fondate su que- 
sti teoremi : 

1. Il parallelogrammo delle forze ed il parallelogrammo delle 
coppie. 

2. Una forza F è equivalente ad una forza qualunque eguale 
e parallela insieme ad una coppia Fp, dove p è la distanza tra 
le forze. 

• » 

Corrispondenti a questi abbiamo in Dinamica i teoremi se- 
guenti sul movimento di un corpo rigido : 

1. Il parallelogrammo delle velocità angolari ed il parallelo- 
grammo delle velocità lineari. 

*2. Una velocità angolare co è equivalente ad una velocità an- 
golare eguale intorno ad un asse parallelo insieme con una velo- 
cità lineare eguale ad top, dove p è la distanza tra gli assi pa- 
ralleli. 


Ne segue che ogni proposizione nella Statica relativa alle forze 
lia una proposizione corrispondente nella Dinamica relativa al 
movimento di un corpo rigido, e queste due si possono dimostrare 
nello stesso modo. 

È dimostrato nella Statica che un sistema di forze e di coppie 
è generalmente equivalente ad una sola forza e ad una sola cop- 
pia, e che queste si possono ridurre ad una risultante K agente 
secondo una linea chiamata l’asse centrale, e ad una coppia 6r 
rispetto a quell’asse. 0 pure esse si possono ridurre anche ad 
una risultante lì della stessa grandezza di prima, agente secondo 
una linea qualunque parallela all’asse centrale alla distanza c da 
esso arbitrariamente scelta, insieme con una coppia 6r rispetto 
ad un asse perpendicolare alla linea la di cui lunghezza è c , ed 
inclinato alla risultante lì sotto un angolo 0. Allora sappiamo 

che G' = ■jG‘+lt 1 c\ ed è un minimo quando c=0, ed inoltre che 


tan 0 = ^ . 

(r 


Lo stesso modo di ragionamento col quale furono stabiliti 
questi risultati, stabilirà la proposizione seguente. Il moto ge- 
nerale di un corpo essendo stato ridotto ad un moto di traslazione 
c ad uno di rotazione, questi sono equivalenti ad un moto di 
rotazione to intorno ad una linea chiamata l’asse centrale, e ad 
una traslazione V secondo quell’asse. 0 pure essi si possono an- 
che ridurre ad una rotazione co della stessa grandezza di prima 
intorno ad una linea parallela all’asse centrale, e ad una distanza 
c da esso scelta ad arbitrio, insieme con una traslazione V f se- 
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J 

condo una linea perpendicolare alla linea c ì ed inclinata all’asse 

di co sotto un angolo 0. Allora sappiamo clieF' = V^ 2 -f c 2 to 2 , ed 

c co 

è un minimo quando c = 0 , ed inoltre che tanO = — . 

In modo simile si possono stabilire varie altre proposizioni. 

89. Date le velocità angolari co,, to 2 , to 3 di un corpo intorno a 
tre assi Ox, Oy, Oz ad angoli retti, determinare le velocità attuali 
di un elemento di cui le coordinate sono x, y, z. 



Queste velocità angolari si suppongono positive quando esse 
tendono a girare intorno agli assi come le coppie positive ten- 
dono nella Statica. Così le direzioni positive di (o,,co 2 ,to 3 sono ri- 
spettivamente da y a z, da z ad a:, e da a: ad y. 

Determiniamo la velocità di P parallela all’ asse delle z. Sia 
PJVT ordinata z, e si conduca PM perpendicolare ad Ox. La ve- 
locità di P dovuta alla rotazione intorno ad Ox è chiaramente 
io,PAf. Risolvendo questa secondo NP otteniamo 

co, Pii/ sen NPM = to,y. 

Similmente quella dovuta alla rotazione intorno ad Oy ò — co 2 rr; 
e quella dovuta alla rotazione intorno ad Oz è 0. Quindi l’in- 
tera velocità di P parallela ad Oz è 

dz 

di = w «y 
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90. Le equazioni dell’ultimo articolo ci abiliteranno a dedurre 
senza difficoltà i risultati dell’ Art. 88. Supponiamo che il mo- 
vimento sia dato, come sopra, per mezzo delle velocità lineari 
(«, v , w) di un punto 0 e delle velocità angolari (io,, co 2 , io 3 ). 

Lo stesso movimento sia rappresentato ancora per mezzo delle 
velocità lineari n\ v ' , w' parallele agli assi, di un altro punto 0' 
e delle velocità angolari io/, co,' , co / intorno ad assi paralleli 
agli assi coordinati e che s’incontrano in 0 ' . Siano (E , V) , £) le 
coordinate di 0 ' . Abbiamo ora due rappresentazioni dello stesso 
movimento, tutte e due queste debbono dare lo stesso risultato 
per le velocità lineari di un punto qualunque. Quindi 

u 4- io 2 s ~ = u' + co 2 ' (2 - 5) - ( o 3 '-(y - >j) N , 

v 4- w 3 z - co, 2 = r' + co 3 ' (x -%) - co/ (2 - 0 - ... (1), 
w + co ,2/ - co 2 z - w' 4 co/ (y - >3) - co./ {x - %) ) 

debbono essere vere per tutt’i valori di x, y, 2. 

Ciò dà co/— co, , co/=co 2 , co 3 '=co 3 , sicché qualunque origine si 
scelga, la velocità angolare è sempre la stessa in direzione e 
grandezza. 

Inoltre (5, vj, {) si possono scegliere in modo che la velocità 
di 0' sia secondo l’ asse di rotazione ; in questo caso abbiamo 
w') proporzionali ad (co,, co 2 , co 3 ). L’equazione del luogo 
di 0' è perciò 

^ * 

Il -f co 2 ' - co 3 vj __v f co 3 ; - co,£ _ w 4- co, 73 - co., E /0x 

_ _ ... (Z) . 

co, co 2 co 3 

Moltiplicando ij numeratore ed il denominatore di ciascuna di 
queste frazioni per co,, co,, co 3 rispettivamente, e sommandoli in- 
sieme, vediamo che ciascuna di esse è 

teco, 4 reo 2 4 wco 3 
~ w* 

Il movimento del corpo è così rappresentato da un moto di 
traslazione seconda la linea retta di cui le equazioni sono (2) e 
da una velocità angolare eguale ad co intorno ad essa. Questa 
linea retta si chiama l’asse centrale. 

Se il movimento è tale che z/ co , 4-rco 1 4« , io 3 = 0, ed co,, co 2 , co 3 
non svaniscono tutte, ciascuna delle quantità eguali in (2) è zero, 
e quindi per l’equazione (1) w'= 0, v'—Q , w’— 0. Il movimento è 
perciò equivalente aduna rotazione intorno all’asse centrale, 
senza traslazione. Questo è anche evidente per l’analogia spie- 
gata nell’ Art. 88. 
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91. Determinare le equazioni generali del movimento di un 
corpo intorno ad un punto fisso. 

Il punto fisso 0 si prenda per origine, e siano #, y, z le coor- 
dinate al tempo t di un elemento qualunque m riferito ad assi 
rettangolari qualunque fissi nello spazio. Siano Xm , )w, Zm le 
forze impresse agenti su questo elemento, e siano X, M, N i 
momenti di tutte queste forze rispetto agli assi delle coordinate, 
e 1\ lì le pressioni del punto fisso sul corpo. 

Allora pel Principio di D’ Alembert , se le forze effettive 

d' l x dhj d 1 z . .. , » . , . .. 

— - , m — -, m — si applicano ad ogni elemento m m dire- 

ili/ Uh"* Wv" 


m 


zione opposta, vi sarà equilibrio tra queste forze e le forze im- 
presse. Prendendo quindi i momenti rispetto agli assi, abbiamo 


/ d-z d 2 y\ T 
( d*x d ì z\ f 

lm \*dFr x w) =M ì () - 

( dhj d i x\ 

lm \ x diì- v dW) =N 


Risolvendo parallelamente agli assi, abbiamo 

Zm = P + ZmX 
ai * 


Zm 


dhj 

dt'- 


Q + ZrnY > (II). 


Zm = li + ZmZ 


Per semplificare queste equazioni, siano w^, io,., to 2 le velocità 

n • • i i • • ili ** 


angolari intorno agli assi. Allora 


dx 

at = l °y* ~ 


1 


du 

~at = w *-* ~ ■ 

dz 

— = u x y - u y x ; 
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onde 

d l x 

dt 2 

dhj 


du.. < 7 io. 

= * hi “ y hi + to v (l0 ^ " “**) " t0 * ((0 ^ "* w *«) » 


cZco, db) x 

= X-— - g-rjf + IO. K/ - w .y) - w x («jr - w # x). 


cZZ 2 ~ cZZ 

Sostituendo nell’ ultima delle equazioni (1) otteniamo 

v . , , , dio. v tfco„ „ * cZco 
2m (x 2 4 y 2 ) - Imyz • 


^ - Zmxz • 


'X 


cZ2 


= 


— Zmxy • (co^ 2 - co y 2 ) 4 Em (a: 2 — y 2 ) co x co y - Ew?/,<? • co^co. 

-{- Em*# • co y co z 

Le altre due equazioni si possono trattare nello stesso modo. 

Le equazioni primitive (I) non si possono usare poiché esse 
contengono un numero infinito di accelerazioni ignote. Con que- 
sta trasformazione esse sono state ridotte tutte a dipendere da 
tre quantità ignote, cioè Co x , co y , co.. Ma le equazioni così otte- 
nute sono così complicate da essere praticamente inutili. Per 
semplificarle ulteriormente si prendano gli assi OA, OB, OC, 
fissi nel corpo, e coincidenti con gli assi principali del corpo nel 
punto 0, e siano li),, io 2 , to 3 le velocità angolari intorno a que- 
sti assi. 

Siccome gli assi Ox , Oy, Oz sono interamente arbitrari!, si 
prendano in modo che gli assi OA, OB, OC passino per essi 
nell’istante che si considera. Allora co x =co,, co y =co 2 , co,=co 3 , e 
l’ultima equazione si riduce a 


cZco, 


2 m (; x 2 4 y-) -jj- + 2m (x 2 - y 2 ) 10,10, = N. 


Dobbiamo ora trovare la relazione tra 


<Zco T d co, 


Siano 


dt dt 

A, B, Ci punti in cui gli assi principali intersegano una sfera 
che ha per centro il punto fisso. Sia OLun altro asse qualunque, 
e sia il la velocità angolare intorno ad esso. Gli angoli LO A, 
LÒB , LO C si chiamino rispettivamente a , £ , 7. Allora per 
1* Art. 85 

il — co, cos a + co, cos £ 4 co 3 cos 7 ; 


dii cZco , 


cosa 4 
cZa 


d co 2 

li 


COS fi -j 7“ cos 7 

k dt 




d$ 


dy 


onde 


dt dt 
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Orti la linea OL sia fissa nello spazio e coincida con OC nell’ i- 

C 



stante che si considera. Allora a = ~ , ? = 7 = 0; quindi 

dà u 


dii 

"dt 


dio* da d$ 
~dt ~ Vii li “ L ° 2 Tt * 


da . 


Inoltre -- - è la ragione secondo la quale A si separa da un 

(t d'i 

punto / isso in C, la quale è chiaramente io*. Similmente -A=— w,. 

Cv 6 


Quindi 


Così 


di l d co, 


db) „ dii). 


’JC 


dt 

dio 


dt 

dio» 


dt 


dt 


y — 
dt dt 


dio z dio-i 
dt dt 


L’equazione — può sembrare a primo aspetto evidente 

da per sè stessa, ma non è così; to 3 dinota la velocità angolare 
del corpo intorno all’asse OC fisso nel corpo , co. dinota la velo- 
cità angolare intorno ad una linea Oz fissa nello spazio, e deter- 
minata dalla condizione che al tempo t, OC coincido con essa. 
Al tempo t+ot, OC si sarà separata da Oz, e non possiamo quindi 
asserire a priori che la velocità angolare intorno ad OC conti- 
nuerà ad essere la stessa di quella intorno ad Oz . L’investiga- 
zione precedente dimostra che accade così finché si considerano 
le piccole quantità di primo ordine. 

Sostituendo per l’ equazione del moto diviene 
X«» (*e 2 + y-) + iin {x- - y°') 10,10, ~ N. 


% 
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Siano A , i>\ C i momenti d’inerzia del corpo rispetto agli assi 
principali in 0; allora le tre equazioni del moto sono * 


a'^--(B-C) u.w, = L 
B — (fi — A) io 3 io, = M 
C^-{A-B) w^Oj - N 


(III. 


Queste si chiamano le Equazioni di Eulero. 

92. Determinare la pressione sai punto fisso. 

Se x\ y' , z' sono le coordinate del centro di gravità, le equa- 
zioni (II) si riducono alla forma 






e due simili equazioni. È necessario di esprimere — l’ accele- 
ri 

razione secondo una linea retta fissa in termini di co x ., co y , io,. 
Questo è stato già fatto, ed abbiamo 

, r ( .(ho., . dio, 

- y’ — 


di y Ut + - w zK*'- «0 a/)|=P+S»X , 

e due simili equazioni. 

93. Determinare le equazioni geometriche clic connettono il mo- 
vimento del corpo nello spazio con le velocità angolari del corpo 
intorno ai tre assi molili, OA, 013, OC. 

Si prenda il punto fisso 0 come centro di una sfera di raggio 
l’unità; siano X, Y, Z y A, i>, C i punti in cui la sfera è incon- 
trata dagli assi fissi e mobili rispettivamente. ZC, BA prolun- 
gati se occorre, s’ incontrino in E. Sia l’angolo XZC—ty y ZC=() y 
ECA = 9. Si cerca di determinare le relazioni geometriche fra 
0, 9, <|> t ed co,, co.), co 3 . 

Si tiri CN perpendicolare ad OZ. Allora poiché & è l’angolo 
che il piano COZ fa con un piano XOZ fisso nello spazio, la ve- 
locità di C perpendicolare al piano ZOO è CN^ 7, che equivale 
, dt ' 

a S6n ^ ^ raggio OC della sfera essendo l’unità. Inoltre la 
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velocità dL C secondo ZC è . Così il movimento di C è r ap- 
ri* 

presentato da ^ e sen 0 ^ rispettivamente secondo e perpendi- 
dt dt 

colarmente a ZC. Ma il movimento di C è anche rappresentato 



dalle velocità angolari co, cd co 2 rispettivamente secondo BC e 
CA. Queste due rappresentazioni dello stesso movimento deb- 
bono perciò essere equivalenti. Quindi risolvendo secondo e per- 
pendicolarmente a ZC abbiamo. 


db 

= co, sen 9 + co 2 cos 9 

, dò 

sen 0 = — co, cos 9 + co 2 sen 9 


Similmente risolvendo secondo CB e CA abbiamo 

db dò 

co. = — sen o — rf sen 0 cos 9 
1 dt dt 


(IV). 


db dò f 

co, = cos c 4- —f sen 0 sen 9 

i dt dt 


(IV'). 


Queste equazioni sono precisamente equivalenti a (IV) e si pos- 
sono dedurre da esse con una trasformazione algebrica. 

Nello stesso modo tirando la perpendicolare da E sopra OZ 
possiamo mostrare che la velocità di E perpendicolare a ZE è 
dò dò 

-p-scn ZE, che equivale a -r^cosO. Inoltre la velocità di A re- 

dt 


dt 
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( l'J 

lativa ad E secondo E A ò nello stesso modo — sen CA , die e- 
do dt 

quivale a — . Quindi l’ intera velocità di A nello spazio secondo 
dt d> \j 

AB è rappresentata da ~-cosO + movimento è 

anche rappresentato da to 3 . Come sopra queste due rappresenta- 
zioni dello stesso movimento debbono essere equivalenti. Quindi 
abbiamo 


co 




a do 
dt C0S ° + di' 


Se in un modo simile avessimo espresso il movimento di un 
altro punto qualunque del corpo come B , in termini di (*>i,(*) 2 ,(i > 3 
e di 0, o, avremmo ottenuto altre equazioni. Ma siccome non 
possiamo avere più di tre relazioni indipendenti , arriveremmo 
solamente ad equazioni che sono trasformazioni algebriche di 
quelle già ottenute. 


Sugli Assi Mobili. 

94. In molti casi si troverà conveniente di riferire il movi- 
mento del corpo che si considera ad assi che si muovono nello 
spazio in un dato modo intorno ad un’origine fìssa. Se riferiamo 
il movimento di questi assi ad altri assi fissi nello spazio avremo 
Y inconveniente di due sistemi di assi. Per questa ragione il loro 
movimento ad ogni istante è alle volte definito per mezzo delle 
velocità angolari (0,, 0 2 , 0 3 ) intorno a loro stessi. Dobbiamo con- 
siderare gli assi come se fossero un sistema materiale di tre li- 
nee rette ad angoli retti il di cui movimento ad ogni istante è 
dato da tre velocità angolari coesistenti intorno ad assi che coin- 
cidono istantaneamente con essi. 

Quando gli assi si muovono possiamo supporre che il movi- 
mento del corpo sia determinato dalle tre velocità angolari co,, 
to 2 , to 3 intorno agli assi, nello stesso modo come se gli assi fos- 
sero fissi per un istante nello spazio. La posizione del corpo al 
tempo t+dt si può costruire da quella al tempo t girando il corpo 
per gli angoli LO ì dt ì c ù 2 dt, io 3 dt successivamente intorno alla po- 
sizione istantanea degli assi. Ma bisogna rammentarsi clic c <) 3 dt 
non dà ora l’angolo pel quale il corpo ha girato relativamente al 
piano xz ì ma relativamente ad un piano fisso nello spazio che 
passa per la posizione istantanea dell’ asse delle 8. L’ angolo per- 
corso relativamente al piano xz è (to 3 -0 3 )dt. 
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95. Trovare le partì risolute della velocità di un elemento qua- 
lunque parallele agli assi mobili . 

Le parti risolute della velocità di un punto qualunque di cui 

le coordinate sono {x, y , z ) non sono date da Queste 

dt dt dt 


sono le velocità risolute dell’ elemento relativamente agli assi. 
Per trovare il movimento nello spazio dobbiamo aggiungere a 
queste le velocità risolute dovute al movimento degli assi stessi. 
Se supponessimo Y elemento connesso rigidamente con gli assi, 
è chiaro che le sue velocità sarebbero espresse dalle formolo date 
nell’ Art. 89 sostituendo 0,, 0 2 , 0 n per to f , to 2 , w 3 . Sicché le at- 
tuali velocità risolute dell’elemento sono 


dx 

Tt 

d_y 

dt 

dz 

dt 


u = 




10 = -TT — 


2/0 3 , 

z<), + a-0., , 
a-Oj + ìj 0, . 


9G. Ter trovare le accelerazioni di un elemento qualunque pa- 
rallele agli assi possiamo procedere così. 

Le velocità dell’elemento al tempo t risolute parallelamente 
agli assi Ox, Oy, Oz sono rispettivamente (u, v , ìc). Al tempo 
t \ dt, gli assi sono passati nelle posizioni Ox', Oy' , Oz' per mezzo 
delle rotazioni eguali a C ) x dt, ( ) 2 dt , 0 3 dt intorno agli assi Ox,Oy, 
Oz rispettivamente, e le velocità dell’elemento parallele agli assi 
nella loro nuova posizione sono 


du ,, dv dio 

u -f — dt, v -f 17 di, io 4 - — dt. 
dt dt dt 


Per trovare l’ accelerazione parallela all’ asse delle z dobbiamo 
risolvere tutte queste in quella direzione. Con la rotazione in- 
torno 1’ asse delle y, l’asse delle x' si è allontanato dall’asse delle 
z per un angolo (J 2 dt, e con la rotazione intorno l’ asse delle x 
l’asse delle y' si é avvicinato all’asse delle z per un angolo bglt. 
Inoltre 1’ asse delle z' fa con l’asse delle z un angolo il di cui co- 
seno si può prendere come unità. Quindi la parte risoluta della 
velocità. dell’ elemento al tempo t-\-dt secondo l’asse delle z è ul- 
timamente 

tv “77 ^ ~ ub t dt -f t*0, dt. 

(I l 

Ma l’accelerazione è per definizione, il rapporto della velocità 
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acquistata in un tempo qualunque di a quel tempo. Quindi se Z 
è l’accelerazione risoluta parallelamente all'asse delle z } abbiamo 


_ d w ' , a 

Z '■ — — r— — ZlOo "f - vOm . 
di 

Similmente se X ed Y sono le accelerazioni parallele agli assi 
delle x e delle y } abbiamo 

_ dw . . 1 

x = Ji~ vt * + w>i ’ 

y = ^_,,e i + M o 3 . 


97. Esprimere le condizioni geometriche affinché una linea 
retta, di cui le equazioni rispetto agli assi molili sozzo date, sia 
fissa in direzione nello spazio . 

Siano le equazioni della linea retta data 

* 

$ — f _ y — g * - h 

p ~~ q ~ r 1 

e siano le equazioni preparate in modo che (p, q, r) siano i co- 
seni di direzione della linea. Si tiri una retta per l’origine pa- 
rallela a questa linea retta data e si prenda su di essa un punto 
P ad una data distanza L dall’origine 0. Allora le coordinate di 
jPsono pL y qL } rL rispettivamente. Poiché la linea retta OL è 
fìssa in direzione nello spazio, le parti risolute della velocità di 
E parallele agli assi sono zero. Quindi abbiamo 

^l-L^ + Lr « t = 0. 


e due simili equazioni. Le condizioni geometriche richieste sono 
quindi 

% - S °’ + r °i = 0 - 
|-A + 20, = 0. 

Se la linea OL si fa coincidere successivamente con OZ , OX , 
O l r , assi fissi nello spazio, queste equazioni si troverà che con- 
ducono a quelle dell’ Art- 93. 

II. 
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Quando è necessario di riferire il movimento di questi assi mo- 
llili ad altri assi fissi nello spazio, possiamo adoperare o le equa- 
zioni di questo articolo o quelle dell 1 Art. 93. Ritenendo la no- 
tazione del detto articolo, è chiaro (gli assi essendo considerati 
come un corpo che consiste semplicemente di tre linee rette) che 
avremo i risultati 


dò 

sen 0 — . — 0, cos 9 + 0 2 sen 9 


d 0 
dt 


= sen 9 + 0. 2 cos 9 


dò , cfo 

t cosl D + 5?- =' # * 

Queste equazioni determineranno 0, 9, tj; in termini delle ve- 
locità angolari 0, , 0 2 , 0 3 . 


98. j Esprimere le condizioni geometriche affinchè un punto di 
cui le coordinate rispetto agli assi mobili sono (x, y, z) sia fisso 
nello spazio. 

Questo si può fare eguagliando a zero le parti risolute della 
velocità del punto dato nell’ Art. 95. Se l’origine degli assi mo- 
lti] i è fìssa, le condizioni sono 


dx , . . 

gj-A + 'V- 0, 

e due simili equazioni. Se l’origine è in movimento, siano u (ì1 
r 0 , u' 0 le parti risolute della sua velocità parallele agli assi, al- 
lora le condizioni richieste sono chiaramente 


«0 + -fi - r - °- 

e due simili equazioni. 

99. Siano i coseni di direzione di una linea retta OM fissa re- 
lativamente agli assi mobili (X, p., v) e si voglia riferire il mo- 
vimento di OM ad una linea retta OL fissa nello spazio i di cui 
coseni di direzione al tempo t sono ( p , r). Sia 0 l’ angolo LOM 

e ò l’angolo che il piano LOM fa con un piano fisso qualunque 
nello spazio condotto per OL. Allora si può mostrare clic 

cos 0 = p\ + (zp. -f rv, 1 

d 6 f * 

sen 2 0 -J — 0, (p - XcosO) -f 0 2 (q - picosO) + 0 3 (r vcosO) j 
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Se 0,, 0,„ sono lo parti risolute rielle velocità angolari intorno 
ad QL, OM rispettivamente, l’ultima equazione si può scrivere 
nella forma 

d'b 

sen 2 0 ~ = 0 , - 0, n cos 0 . 


Se la linea retta OM non è fissa relativamente agli assi, allora 
(X,j/,v) saranno variabili e dobbiamo aggiungere al secondo mem- 
bro della seconda equazione 



100. Spiegare un mctodo*per passare dagli assi fìssi ai mobili. 

Se un corpo si muove intorno ad un punto fisso ed abbiamo 
stabilito una proposizione generale qualunque riferendo il suo 
movimento ad assi fissi che s'incontrano nel punto fisso, allora 
possiamo usare il metodo seguente per dedurre la proposizione 
■ corrispondente riferendo il movimento ad assi che si muovono in 
un modo proposto qualunque intorno all’origine. Supponiamo 
che l’ equazione generale stabilita sia 


* 


co 


xi 



etc. 



dove co x , t Oyy io. sono le velocità angolari intorno agli assi fissi. 
Siano io,, co 2 , co 3 le velocità angolari del corpo intorno agli assi 
mobili ed il movimento degli assi sia definito dalle velocità an- 
golari 6,, 0 2 , 0 3 intorno a loro stessi. 

Gli assi fissi essendo arbitrarli di posizione, siano essi scelti 
in modo che, nell’istante che si considera, i tre assi mobili pas- 
sino per essi, sicché i due sistemi di assi sono per uno istante 
coincidenti. Allora, riferendosi all’ Art. 94, vediamo che possia- 
mo scrivere co x — co,, co, .-co», co.=co 3 , ma non possiamo asserire 

= — 3 , poiché gli assi ‘mobili al tempo t+dt non coincidono 
dt dt 

con gli assi fìssi. 

Per determinare la relazione fra e — r~ possiamo proce- 
di dt 

dere così. Sia OL una linea retta qualunque fissa nello spazio 
che fa con gli assi mobili gli angoli a, p, y. Sia il la velocità 
angolare del corpo intorno a questa linea retta. Allora come nel- 
l’ Art. 91 

il — co, cos a -f co 2 cos g -f co 3 cos y , 


» 
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dii du) t 
dt di 


cos a 


chOj 

dt 


cosp -\- 


db)< 

Ut 


cos y 


da „ <73 dv 

— co, sen a — — co., sen 3 — co., sen v — f . 

1 dt 1 * dt 6 ‘ 

Siccome OL è una linea fissa qualunque nello spazio, sia scelta 
in modo che 1* asse mobile delle z coincida con essa al tempo t. 

Allora a — (3 = ?, e y = 0, inoltre sarà Poiché a è 

w U (Il (It 

, . da 

1’ angolo che OL fa con l’ asse mobile delle ir, — è la ragione se- 

il 0 • 

condo la quale l’asse delle x si separa da una linea retta fissa 

coincidente con l’asse delle z e questa è chiaramente 0 2 . Simil- 

db , . ,. <7co. db). . . , 

mento -7 = — 0,, quindi-— - = —7 — co, G.> -f- co, 0,. 

dt dt “ 


dt 

Similmente 


,ltì x _(ho, 

du.. d co., , , 

~di ~dt ' W A + “A- 

Se sostituiamo queste espressioni nella data equazione ge- 
nerale 

( <7co x ) A 

V | dl > ••• \ ’ 

avremo l’equazione corrispondente riferita agli assi mobili. 

Se gli assi mobili sono fissi nel corpo, e si muovono con esso, 
abbiamo 0, = co,, 0 2 = co. 2 , 0 3 = co 3 . In questo caso le relazioni di- 
verranno 

db) 


x _ db) t db) y <7co., <7co. c7(o 3 

nr~~dT ’ Ut ~~ir ’ ~dr z ~HT * 

conio nell’ Art. 91. 

La dimostrazione precedente della relazione tra e r -^- : è 

dt dt 

un semplice corollario del parallelogrammo delle velocità ango- 
lari. Il risultato sarà perciò vero per ogni altra grandezza che 
segue la « legge del parallelogrammo » . In fatti la dimostrazione 
è esattamente la stessa. Ora le velocità lineari e le accelerazioni 
lineari seguono questa legge. Quindi le espressioni ottenute ne- 
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gli Art. 95, 96, per le velocità (w,v,to) e le accelerazioni (X,Y,Z) 
si possono dedurre da quelle dimostrate sopra. 

Se T equazione generale contenesse la velocità o l’ accele- 
razione di un elemento qualunque del corpo, allora per ottenere 
l’equazione corrispondente riferita agli assi mobili, dobbiamo so- 
stituire per queste velocità, o accelerazioni le espressioni trovate 
negli Art. 95 e 96. 

101. Se l'equazione generale contenesse — — f o altri quajun- 

U‘ 6 

que coefficienti differenziali di secondo ordine, le espressioni da 
sostituire per essi diventano più complicate. 

Siccome -77^, > essendo accelerazioni angolari, se- 

dt dt dt 

guono la legge del parallelogrammo, abbiamo 
di l /dio, . , \ 

-di = Vdi + cosa 

+ (^ 1 -W3 f ' 1 + 10, 6 3 )c°sg 


( 


dio. 


dt -(o.Oj + WjO^cosy. 

Possiamo ripetere lo stesso ragionamento ed otterremo linai mente 

dhù, d [dio, , . ) 

1T< “ lJ ' °* + w * °M 


(Ao, 

' 2 ! dt 


— 0* — i 0 , Oo -f w, 0 


ì 


3 v t\ 


Così possiamo passare ai coefficienti differenziali di terzo or- 
dine e di ordini superiori. 


102. Un corpo gira intorno ad un punto fìsso in un modo qua- 
lunque, determinare i momenti della quantità di moto rispetto 
agli assi, cioè trovare le arce conservate intorno a quegli assi. 
Si vegga Cap. II. Art. 44. 

,;s Siano ( x , y, s) le coordinate di un elemento qualunque m del 
corpo riferito ad assi fìssi nello spazio che s’incontrano nel punto 
fisso. Siano co x ,to y ,co. le velocità angolari del corpo intorno agli 
assi fissi. 
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Allora il momento della quantità di moto rispetto all’asse 
delle z è 


abbiamo 

7*3 = Ini (x l 4- y 2 ) io. — (ìmxz) w x - (imyz) io y . 

I coefficienti di (o x1 (O yJ to. sono i momenti ed i prodotti d’i- 
nerzia del corpo rispetto agli assi, e se gli assi sono fissi nello 
spazio, essi saranno generalmente variabili. In alcuni casi si tro- 
verà più conveniente di prendere come assi di riferimento tre 
linee rette fisse nel corpo. 

Siano io,, w 2 , co 3 le velocità angolari del corpo intorno agli 
assi rettangolari Ox' } Oy\ Oz' fissi nel corpo e che s’incontrano 
nel punto fisso 0. Poiché nell’ espressione data sopra per h 3 gli 
assi fissi possono essere qualunque, siano scelti in modo che gli 
assi mobili coincidano con essi al tempo t. Allora, come nella 
proposizione dell’ Art. 100, il momento della quantità di moto 
rispetto all’asse mobile delle z sarà espresso dalla forma 


dove C = Eni (#'* 4- y ' 2 ) , E = Zmx z ' , l) = Zmy'z\ 

Questi saranno costanti durante il moto, ed i loro valori si 
possono trovare con le regole date nel Cap. I. 

Se gli assi fissi nel corpo sono assi principali, allora i prodotti 
d’inerzia svaniranno. Le espressioni per i momenti delle quan- 
tità di moto prenderanno allora le forme semplici 



Sostituendo per ~ i loro valori 

(il al 



h\ = C(o 3 — Ei) t - 


dove A , B, C sono i momenti principali del corpo. 
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I coseni di direzione degli a3si mobili rispetto agli assi fìssi 
nel corpo siano dati dallo schema seguente; dove, per esempio, 
b s è il coseno dell’ angolo tra gli assi delle z 
ed y'. È stato dimostrato che la risultante 
delle quantità di moto di tutti gli elementi 
del corpo è equivalente alle tre « coppie » h x ' 

/<./, 7*3' rispetto agli assi Ox\ Oy\ Oz ' . Quindi 
il momento della quantità di moto rispetto 
all’ asse delle z che è fisso nello spazio si può 
scrivere nella forma 



z, y > 2 

%' 

« 1 , ^2» ^ 

y' 

ò,, b tì b 

z' 

C\ > ^2 > ^ 


h - V « 3 + /»,' b 3 + h 3 ' c 3 , 

la quale si troverà spesso utile. 

Si può domandare di trovare il momento della quantità di molo 
rispetto ad assi nò fissi nello spazio nè fissi nel corpo, madie si 
muovono in un modo arbitrario qualunque. Per la proposizione 
dell’ Art. 100, vediamo che esso sarà espresso dalla stessa for- 
inola come se gli assi fossero fissi. Sicché il momento richiesto è 

= Im (x- -f y-) io 3 — (Zmxz) co, — (Sm yz) co 2 . 


Se l’asse delle z coincide con l’asse istantaneo di rotazione, 
io x ~0, to y — 0, ed co. è la velocità angolare risultante. Le espres - 
sioni per i momenti della quantità di moto 0 le aree conservate 
rispetto agli assi delle x, y, z diventano rispettivamente 


— (S mxz) co* , 

- (S myz) to z , 

S m {x- -f y 2 ) to z . 

L’ asse della coppia che è la risultante dei momenti della quan- 
tità di moto rispetto all’ asse si chiama alle volte 1’ asse risultante 
' delle aree. Si deve osservare che quest’asse non coincide in ge- 
nerale con l’asse istantaneo di rotazione. I due assi sono coinci- 
denti solamente quando l’asse di rotazione è un asse principale. 

Se si vuol trovare il momento della quantità di moto rispetto 
alleasse delle z di un corpo rigido che si muove in un modo qua- 
lunque nello spazio, possiamo usare il principio dimostrato nel 
Cap. II. Art. 43. 

Nel caso di un sistema di corpi rigidi, il momento delle loro 
quantità di moto si può trovare addizionando i momenti separati 
dei diversi corpi. 
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103. Un corpo gira intorno ad un punto fisso in un modo qua- 
lunque, determinare i momenti delle forze effettive rispetto agli 
assi. 

Siano (x, y, z) le coordinate di un elemento qualunque m del 
corpo riferito ad assi fissi nello spazio che s’ incontrano nel punto 
fisso, e siano /<,, li t , h 3 i momenti della quantità di moto rispetto 
agli assi. 

Il momento delle forze effettive rispetto all* asse delle z è 




dhj d*x\ 

IF~ y dt>) * 


e questo si può scrivere nella forma — . 

dt 

Così i momenti delle forze effettive rispetto agli assi Ox,Oy,Oz 
fissi nello spazio sono rispettivamente 

dh x dii 2 dh 3 

~~dt ' Ut * Ut ’ 


dove 7/,, 1i v h 3 sono i valori trovati con l’ultima proposizione. 

Siano hf f hf , li. ò ' i momenti della quantità di moto, trovati 
con l’ultimo Art., rispetto agli assi Ox\ Oy' , Oz' che si muovono 
nello spazio intorno all’origine fissa. Siano 0,, 0 2 , 0., le velocità 
angolari di questi assi rispetto alle loro direzioni istantanee. Al- 
lora siccome i momenti o le coppie seguono la legge del paralle- 
logrammo, vediamo per la proposizione dell’ Art. 100 che i mo- 
menti delle forze effettive rispetto agli assi mobili sono rispetti- 
vamente 

dii ' 

fe-'-V # t + v*«, 

dove 7*/, h 2 'y h 3 ' hanno i valori dati dall’ultima proposizione. 

Se gli assi mobili sono fissi nel corpo y abbiamo 0 , — to , , 6.,— co 2 , 
0 3 =io 3 , e le equazioni si possono semplificare. Se gli assi sono 
gli assi principali abbiamo 7*/— -4w,, h 2 — 2?w 4 , 7/ 3 '=(7w 3 , ed i 
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momenti delle forze effettive prendono le forme semplici 

- (B - C) u t u s , 

C ~(A — B) w, Wj, 

dove A, B , C sono i momenti principali. Si vegga 1* Art. 91. 

Se si vuol trovare il momento rispetto all’asse delle z delle 
forze effettive sopra un corpo rigido che si muove in un modo 
qualunque nello spazio, possiamo adoperare il principio dimo- 
strato nel Cap. II. Art. 43. 

Nel caso di un sistema di corpi rigidi, il momento delle loro 
forze effettive si può trovare addizionando i momenti separati dei 
diversi corpi. 


104. Trovare le equazioni generali del movimento di un siste- 
ma di corpi rigidi. 

Queste equazioni sono state già trovate nel Cap. II. Art. 45, 

quando il sistema è riferito ad assi fissi nello spazio. Se gli assi 

. . , . . . du dv dw 

sono mobili dobbiamo rimpiazzare le accelerazioni —, —, 

dt dt dt 

con le forme corrispondenti nell’ Art. 96 e le coppie^- 1 , ~- 2 , ( -~ 

dt dt dt 


con le espressioni nell’ Art. 103. 

Cosi, supponiamo che si riferisca il movimento a tre assi che 
si muovono nello spazio intorno ad un’origine fissa 0. Siano X, 
Y, Z le forze impresse sopra un corpo rigido qualunque del si- 
stema, includendo le reazioni ignote degli altri corpi del sistema. 
Siano X, M ì Ni momenti di queste forze rispetto ad assi con- 
dotti pel centro di gravità del corpo paralleli agli assi coordinati. 
Sia m la massa del corpo. Allora se adottiamo la notazione degli 
Art. 96 e 103, le equazioni del moto per il corpo rigido che si 
considera saranno 


du 

Ut 

dv 

dt 

dw 

~df 


. A X 
- t’(L -f io 0. 2 = — 
6 vn 

Y 
m 

Z 


w 0., + w0 3 

u 0 2 -f v 0, 


II. 


m j 


31 



/ 
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e ^ 

/I lì • 

■gf— V #,+*/•. = *, 

r 77i ' 

- d f-Kh + h' 0,=N, 

dove 7*,', 7 j 2 ', 7ì 3 ' hanno i valori dati nell’ Art. 102. 

Simili equazioni si applicheranno per ciascun corpo del si- 
stema. 

Oltre queste equazioni dinamiche vi saranno le equazioni geo- 
metriche che esprimono le connessioni del sistema. Siccome ogni 
così forzata connessione è accompagnata da una reazione, il nu- 
mero delle equazioni geometriche sarà lo stesso del numero delle 
reazioni ignote nel sistema. 

Così abbiamo le equazioni sufficienti per determinare il moto. 



105. Se due dei momenti principali nell' origine fissa 0 sono 
eguali, è spesso conveniente di scegliere come asse delle z! l’asse 
OC del momento disuguale, e come assi delle x\ y' due altri assi 
OA, OB che si muovono in un modo qualunque intorno ad OC. 
Sia y l’angolo che il piano di AOC fa con un piano fisso nel corpo 

dy 

e che passa per OC. Allora abbiamo 0 2 =u> 2 , e 0 3 -co 3 +-~. 

Inoltre, per l’Art. 102, abbiamo 1i 1 , =Aló ìì 7ì 2 '=Aco 2 , 7ì 3 '=Cw 3 . 
Le equazioni del moto dell’ Art. 104 diventano ora 

A & +M > ( F) +{A - C)i ' hi ' , '= 31 ’ 


c 


dt 


— N. 


In questo caso le equazioni geometriche più convenienti per 
esprimere le relazioni di questi assi mobili a linee rette fìsse 
nello spazio saranno quelle date nell’ Art. 93. 

civ • 

Poiché è arbitrario, si può scegliere per semplificare le e- 

(IC 

quazioni dinamiche o le geometriche. 
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dy 

Primo , possiamo porre — co 3 . Lo equazioni dinamiche ah 


lora diventano 


a dL °\ , n r 

A ~dt+ Cl ^ l0 3 = L f 

i dio* ^ .... 

A -gf— C<Mo 3 = ilf , 


c d* 


= ìv. 


Ih secondo luogo , possiamo scegliere in modo che cp=0. In 

fvf 

questo caso il piano COA passa sempre per una linea retta 0A 
fissa nello spazio. Le equazioni geometriche allora diventano 

dO dò . 

- = to 2 , seno = - H, , 

— -n+-fr cos 0 = w 3 . 

^ d£ J 


106. So i tre momenti principali nell’origine fissa 0 sono e- 
guali, vi sono tre sistemi di assi tali che quando il movimento 
si riferisce ad essi, le equazioni prendono una forma semplice. 

Primo. Tossiamo scegliere assi fissi nello spazio. Poiché ogni 
asse è un asse principale nel corpo, le equazioni generali del 
moto diventano 

diOj _L dio 2 _ ili dio 3 _ N 

~W~A' ~dt~A * hi ~À‘ 


Le equazioni geometriche dell’ Art. 93 non sono richieste. 

In secondo luogo. Possiamo scegliere un asse come quello di 
OC fisso nello spazio e gli altri due si muovano intorno ad esso 
in un modo qualunque, allora come nell’ Art. 106, le equazioni 
del moto diventano 

dio, dy __ L 

~dt l0ì dt~~A 

dio* dy ili 

~dT + b>l dt-A 

rfwj _N 

dt A 

In terzo luogo. Possiamo prendere come assi tre linee rette 
qualunque ad angoli retti che si muovono nello spazio in un modo 



244 


MOTO DI UN CORPO RIGIDO IN TRE DIMENSIONI. 


proposto qualunque. Le equazioni del moto sono allora per 
r Art. 104 

--u 2 0 3 + <*,<), = j, 

dw 2 , M 


dt 


io 3 0 1 + w,0 3 = — 


dù)» - N 

if“ w * 0 ‘ +Wi 0 ,= j- 

/ 

Le equazioni geometriche saranno allora le stesso di quello 
date nell’ Art. 93 e nell’ Art. 97. 


Sul Moto relativo alla Terra. 


107. Il moto di un corpo sulla superficie della terra non è esat- 
tamente lo stesso come se la terra fosse in riposo. Come un’il- 
lustrazione dell’uso delle equazioni di questo capitolo, passere- 
mo a determinare le equazioni del moto di un elemento riferito 
ad assi delle coordinate fissi nella terra e mobili con essa. 

Sia 0 un punto qualunque sulla superficie della terra di cui la 
latitudine è X. Così X è l’ angolo che la normale alla superficie 
delle acque stagnanti in 0 fa col piano dell’equatore. Sia l’asse 
delle z verticale in 0 e misurato positivamente nella direzione 
opposta alla gravità. Siano gli assi delle x e delle y rispettiva- 
mente una tangente al meridiano ed una perpendicolare ad esso, 
le loro direzioni positive essendo rispettivamente sud ed ovest. 
Sia io la velocità angolare della terra, b la distanza del punto 0 
dall’asse di rotazione. 

Prima, possiamo ridurre il punto 0 in quiete applicando all’e- 
lemento un’accelerazione i ù-b tendente dall’asse di rotazione. 
Ora la gravità nel punto 0 è la risultante dell’attrazione della 
terra e della forza centrifuga i ù-b. Nel nostro caso la forza che 
agisce sull’elemento sarà l’ attrazione della terra semplicemente. 
Siano X 0 , Y 0 , Z Q le parti risolute dell’attrazione della terra nel 
punto 0\ X 0 -j-X, Ìq+X, X 0 +X le attrazioni sull’ elemento. Al- 
lora la risultante di X 0 , Y 0 , Z 0 ed to 2 & è la gravità in 0 agente 
verticalmente. Sia questa rappresentata da g. 

Il movimento degli assi è dato da Oj=iocosX, 0 2 =0,0 3 =— cosenX, 
poiché la terra gira da occidente ad oriente. Quindi per l’Art. 9G 
le velocità attuali di un elemento qualunque di cui le coordinate 
sono (x,y,z) sono 
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dx 

u =— 4- cosenX# 
dy . 

v = — — (oeosA z — tosenX# 
dt 

dz ' . 

w = -77 4- wcos A y 
dt 

e sostituendo queste nelle equazioni dell’ Art. 104 le equazioni 
del moto sono 

d~x dy 

— • + 2(osenX~ — (o 2 sen 2 Xa? — w* sen X cos \z = X 
dt 2 dt 

dhj dz _ * dx 9 

—■ — 2co cos X — - 2w sen X — — (o 2 w = Y 

d£ 2 dt 

d^z dy 

q- 2co cos X ~~ — io 2 cos 2 X# - io 2 sen X cos X# = - <jr 4- Z 
dt - dt 


Queste equazioni si possono semplificare se trascuriamo le 
piccole quantità come la differenza tra la forza di gravità a dif- 
ferenti altezze. Se a è il raggio equatoriale della terra e g' la 

forza di gravità ad un’ altezza z , abbiamo g—g ^1 — prossi- 

mamente. Ora (o*a ò la forza centrifuga all’equatore, che si sa 

1 z 

essere «oo#- Quindi se trascuriamo il piccolo termine g- pos- 
o U a 

siamo trascurare anche co 2 #. Le equazioni diverranno perciò 

\ 

d z x _ . dy __ ' 

— 4- 2io sen X -7 = A 
dt 2 dt 

d-y dz 0 dx 

dt* dt dt 


d 2 z n -, % 

5F + 2wcos \-=-g+Z 


•I 


dove i termini (X, Y, Z) includono tutte le forze acceleratrici , 
eccetto la gravità, che agiscono sull’elemento. Queste equazioni 
si accordano con quelle date da Poisson, Journal Jolytecìini- 
guc 183S. 

Come un esempio, consideriamo il caso di un elemento lasciato 
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cadere da un’altezza h. Le condizioni iniziali sono perciò x 1 y , 

(lx dy dz . . 

—, — , — tutte zero e s=fi. tome una prima approssimazione, 
dt dt dt 

trascuriamo tutt’ i termini che contengono il piccolo fattore co. 
Allora abbiamo x~- 0, y — 0, z~h — ~gt 2 . 

u 

Per una seconda approssimazione, possiamo sostituire questi 
valori di x, y , z nei piccoli termini. Abbiamo dopo l’integrazione 

Ì s • 1 

« = 0, y — — u cos \g — -, z-li-^gt-. 

Cosi vi sarà una piccola deviazione verso l’oriente, proporzio- 
nale al cubo del tempo della discesa. Non vi sarà alcuna devia- 
» zione sud, ed il moto verticale sarà lo stesso come se la terra 
fosse in quiete. 

10S. Per la determinazione del movimento di un proiettile si 
troverà conveniente di riferire il movimento ad assi situati più 
generalmente. Sia l’asse delle z verticale come sopra e l’asso 
delle x faccia un angolo (2 col meridiano, 1* angolo essendo misu- 
rato da sud verso ovest. Allora O^cocosXcosJì, 0 t =— wcosXseng, 
O a =£-có senX. Le parti risolute della velocità dell’elemento sono 

dx . , \ 

. dy a 

v =j t - z ^+ v,> ^ 


iz 


w = j- t -xD t + y<t, , 


e le equazioni del moto diventano 

d 2 x 0 dy ^ dz 

dt}~ 

dry 

dt 8 


-- 2 I °’ + 2 Ì °’= 2 

(}Z o ^ 0 _ Y 

2 dt ' + “ dt 3 - 1 


d-z _ dx f ^ dy , 

Questo equazioni si possono risolvere in ogni caso particolare 
col metodo dell’ approssimazione continua. Se trascuriamo i pic- 
coli iermiìli otteniamo una prima approssimazione ai valori di 
(#, y } z). Per trovare una seconda approssimazione possiamo so- 
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stituire questi valori nei termini che contengono io ed integrare 
le equazioni risultanti. Siccome queste equazioni sono solamente 
vere nella supposizione che io 2 si possa trascurare, non possiamo 
procedere ad una terza approssimazione. 


109. In molti casi si troverà vantaggioso di riferire il movi- 
mento ad assi non fissi nella terra ma mobili in un modo cono- 
sciuto. Sia l’asse delle z verticale come sopra e gli assi delle x 
e delle y si muovano lentamente intorno alla verticale con velo 
cita angolare io senX nella direzione da sud verso ovest. In que- 
sto caso abbiamo 


0 , = io cos X cos g, 0 2 = — io cos X sen g, 
e 0 3 = — io sen X + io sen X = 0, 


dove gèl* angolo che l’ asse delle x fa con la tangente al meri- 
diano, sicché -^ = iosenX. Se, come sopra, trascuriamo le quan- 

(Il 

tità che contengono il quadrato di io come fattore, i termini che 

debbono essere omessi. Quindi le equazioni 




contengono-?, 1 e ~ 
° dt dt 


richieste si possono ottenere da quelle dell’ Art. 108, ponendo 


G.j = 0. Otteniamo così 


(V*z 

dt- 


i 

T 


d l x dz „ 

— - — 2 io cos X sen 3 — = a 
dt* { dt 

— 2 co cos X eos £ — = Y 

dx du 

2 io cos X sen fi — - 4- 2 io cos X cos fi — 
v dt k dt 



Se l’elemento è costretto a muoversi in un piano orizzontale 
la reazione del piano entrerà solamente nell’ ultima equazione ed 
il movimento sarà determinato dalle prime due equazioni. In 
questo caso poiché z é costante, le equazioni saranno indipen- 
denti da io. Ne segue che il movimento di un tale elemento re- 
lativo a questi assi mobili sarà esattamente lo stesso come se la 
terra fosse in quiete ed il movimento si riferisse ad assi fissi, le 
condizioni iniziali relative essendo le stesse in tutti e due i casi. 
Se quindi calcoliamo la traiettoria senza aver riguardo alla ro- 
tazione della terra, prendendole condizioni iniziali relative agli 
assi mobili, si otterrà l’effetto dovuto alla rotazione della terra 
facendo girare questa traiettoria intorno alla verticale con velo- 
cità angolare uniforme io sen X. 


248 MOTO DI UN CORPO RIGIDO IN TRE DIMENSIONI. 

* 

I passi del ragionamento col quale si è giunto a questo risul- 
tato si possono stabilire così: 

(1) Un punto 0 nel piano orizzontale si suppone sulla super- 
ficie della terra ed è ridotto in quiete. Si dimostra poi che l’ele- 
mento mentre è nelle vicinanze di 0 è sollecitato dal suo peso 
in una direzione normale alla superficie della terra. 

(2) La terra gira ora intorno ad un asse condotto per 0 pa- 
rallelo all’ asse di figura con velocità angolare co. Questa velo- 
cità angolare si risolve in due, cioè 0,=cocosX intorno ad una 
tangente al meridiano, e 0 3 =— co senX intorno alla verticale in 0. 
Ora 0, e 0 2 sono così piccoli che il loro prodotto si può trascu- 
rare. Quindi pel principio della sovrapposizione dei piccoli mo- 
vimenti possiamo determinare il loro intero effetto, addizionando 
insieme gli effetti prodotti da ciascuno separatamente. 

(3) È un teorema noto che se un elemento è costretto a muo- 
versi in un piano che gira intorno ad un asse qualunque in quel 
piano con una velocità angolare 0 4 , il movimento in quel piano 
si può trovare riguardando il piano come fìsso ed imprimendo 
una velocità angolare Q x -y all’ elemento, dove y è la distanza del- 
l’ elemento dall’ asse-. Questa forza impressa si trascura poiché 
dipende dal quadrato di co. Quindi la velocità angolare 0 f non ha 
alcun effetto sensibile. 

(4) La velocità angolare 0 3 =-cosenX intorno alla normale al 
piano non altera in modo alcuno il reale movimento dell’elemento 
nello spazio. Se riferiamo il movimento ad assi che si muovono 
relativamente al piano con una velocità angolare intorno ad 
0~cosenX, tali assi sarebbero fissi nello spazio ed il movimento, 
con le stesse condizioni iniziali relative, sarà lo stesso come se 
la terra fosse in quiete. 

Le piccole oscillazioni di un pendolo in una latitudine qua- 
lunque si possono dedurre da questo teorema. 


110. Applichiamo queste equazioni a determinare il movi- 
mento di un pendolo semplice di massa m e lunghezza l. Sia mT 
la tensione del filo. Le equazioni del moto sono 


(Px 


di 


.x 


- r _ - 2 co cosXsenp 


(P£ 

(JP 


d-y n . n dz m y 

~ 2 co cos X cos g — -- - T~ 

di- . dt l 

_ . „ dx „ r dy rr .z 

-f 2 co cos X sen g -r- d- 2 co cos X cos 8 — — g - T- 


dt 


l’origine essendo presa al punto di sospensione. 
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Se l’oscillazione è sufficientemente piccola, z differirà da Z per 
piccole quantità dell’ ordine a- dove a è il semi-angolo dell’oscil- 
lazione. Se quindi possiamo rigettare i termini dell’ordine a 2 to 
nelle espressioni delle accelerazioni, le equazioni diventano dopo 
l’ eliminazione di T 



dalle quali è sparita ogni traccia di co. 

Le piccole oscillazioni di un pendolo sulla terra riferito ad 
assi che girano intorno alla verticale con velocità angolare tosenX 
sono perciò le stesse di quelle di un pendolo immaginario so- 
speso da un punto assolutamente fisso. 

Supponiamo quindi che il pendolo sia rimosso dalla posizione 
verticale per un piccolo angolo a e poi lasciato andare. Relati- 
vamente perciò agli assi che si muovono intorno alla verticale 
con velocità angolare tosenX dobbiamo supporre l’elemento pro- 
iettato con una velocità Z sena co senX perpendicolare al piano ini- 
ziale di spostamento. Si sa allora (come può dedursi facilmente 
dalle equazioni dell’ Art. 110 ponendo z——l ) che esso descrivo 
molto prossimamente un’ellisse, il rapporto degli assi essendo 

losenXv/ -. Vediamo che l’effetto della rotazione della terra si è 

di far girare questa ellisse intorno alla verticale con velocità an- 
golare uniforme tosenX in una direzione da sud ad ovest. Se 
1’ angolo a non è così piccolo che il suo quadrato si possa tra- 
• scurare, si sa dalla Dinamica di un elemento che indipendente- 
mente da ogni considerazione della rotazione della terra vi sarà 
una progressione degli apsidi dell’ellisse. È perciò necessario per 
la riuscita dell’ esperimento che la lunghezza Z del pendolo sia 
molto grande. Questo movimento degli apsidi dipendente dalla 
grandezza di a è in direzione opposta a quello cagionato dalla ro- 
tazione della terra e si può perciò sempre distinguere da esso. 

Si vede ancora che il tempo dell’oscillazione non è alterato 
dalla rotazione della terra, purché l’ arco di oscillazione sia così 
piccolo che gli effetti delle forze la di cui grandezza contiene il 
fattore toa 2 si possano trascurare. 


II. 
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ESEMPII. 


1. Il luogo dei punti di un corpo clic si muove intorno ad un 
punto fisso i quali in un istante proposto qualunque hanno la 
stessa velocità attuale è un cilindro circolare. Si vegga l’Art. 81. 

2. Il moto geometrico di un corpo è rappresentato da velocità 
angolari inversamente proporzionali a p— Y, 7— a, a— p intorno 
a tre linee che formano tre spigoli di un cubo i quali non s’in- 
contrano nè sono paralleli. Dimostrare che il corpo gira intorno 
alla linea 

(P - 7) - «a = (y - cL)y - «p = (a - P)s - a 7 , 

2 a essendo uno spigolo del cubo-, il centro essendo l’origine, e 
gli assi paralleli agli spigoli. 

3. Un corpo ha una velocità angolare co intorno all’asse 

x — a _y — p — 7 
l ~ m n 


dove 1. U moto è equivalente alle rotazioni /io, ni co, 

mo intorno agli assi coordinati, ed alle traslazioni (my — wp) co , 
(ncc— £7)10, (/p~ wia)co nelle direzioni degli assi. 


4. Un corpo ha velocità angolari eguali intorno a due assi che 
non s’ incontrano nè sono paralleli. Dimostrare che l’asse cen- 
trale del movimento è egualmente inclinato a ciascuno degli assi. 


5. Un corpo è riferito ad assi rettangolari 
x, y, z ì e l’origine rimanendo la stessa gli 
assi si cambiano in x\y\z\ secondo lo sche- 
ma in margine. Mostrare che ciò è equiva- 
lente a girare il corpo intorno ad un asse di 
cui le equazioni sono due qualunque delle 
tre seguenti: 

(a, — 1) x 4- a t y -I- a z z = 0 
b r x + ( b 2 - l)y + b s z~Q 



x' , y\ z' 

X 

y rt*> j ci •> 

y 

Ò |, />.), Ò;{ 

z 

C \ , r 2’ c :\ 


Ci X + c 2 y -j- (c. . - 1 ).Z ~ 0 . 
per un angolo 0, dove 

0 

3 — 4 sen 2 - = a % -f 7>> + c* 3 . 


Quale è la condizione affinchè queste tre equazioni stiano in 
sieme ? 
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6. Se in un corpo rigido elio si muove in un modo qualunque 
intorno ad un punto fisso si prende una serie di punti lungo una 
linea retta qualunque nel corpo, e per questi punti si tirino delle 
linee rette nelle direzioni del moto istantaneo dei punti, dimo- 
strare che il luogo di queste linee rette è un paraboloide iper- 
bolico. * 

7. Un corpo si muove da una posizione qualunque nello spazio 
ad un’altra, ed ogni punto del corpo nella prima posizione si 
cohgiunge con lo stesso punto nella seconda posiziono. Se di 
tutto le linee rette così trovate si prendono quelle che passano 
per un punto dato esse formeranno un cono di secondo ordine. 
Inoltre se si prendano i punti raedii di tutto queste linee,, esse 
formeranno insieme un corpo capace di un moto infinitesimo, 
ciascun punto del corpo secondo la linea sulla quale esso è 
situato. 


8. Un elemento è proiettato con velocità V in una direziono 
che fa un angolo a col piano orizzontale, e tale che il piano ver- 
ticale condotto per la direzione della proiezione fa un angolo f 
col piano del meridiano, l’angolo p essendo misurato da sud verso 
ovest. Se xè misurato orizzontalmente nel piano di proiezione, 
y è misurato orizzontalmente in una direzione che fa un angolo 

(2-f ~ col meridiano, e z verticalmente in su dal punto di proie- 

LÀ 

zione, dimostrare che 

* * 


x 


li 


= Fcos al 4 - ^Vsen al 2 — | gt^j io cosX sen£, 

• * « 

— (V son al 2 — i gl^j io cos X cos p + Fcos al- io scn X, 
=■ V sen al — i gt 2 — F cos ai 2 io cos X sen g, 


dove X è la latitudine del luogo, ed io la velocità angolare della 
terra intorno al suo asse di figura. 

Mostrare inoltre che 1* accrescimento dell’ ampiezza del tiro sul 
piano orizzontale condotto pel punto di proiezione è 

F 3 / 1 

4io — sen 3 cos X sen a ( ~ sen 2 a — cos 2 ( 

g t \o 

e la deviazione a dritta del piano di proiezione è 

F 3 f sen a 

4 io — — sen 2 a ( cos X cos 3 - — ; — b sen X cos a 

ir V d 
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♦ 

9. Una palla è lanciata da un cannone presso a poco orizzon- 
talmente con grande velocità sicché la traiettoria è pochissimo 
incurvata, dimostrare che la deviazione è prossimamente eguale 
ad ii/iosenX, dove li è l’ampiezza del tiro, e le altre lettere hanno 
lo stesso significato come nell’ ultima questione. La deviazione 
è sempre a dritta del piano del tiro nell’ emisfero Boreale, ed a 
sinistra nell’ emisfero Australe. Si asserisce ( Comptes lìendus , 
186C) che la deviazione dovuta alla rotazione della terra calco- 
lata con questa forinola è quanto la metà della deviazione attuale 
nel cannone Whitworth. 


10. Una palla sferica è lanciata con velocità così grande che 
la resistenza dell’aria si debba prendere in considerazione. Sup- 

, . . (veloc.) 2 

ponendo che la resistenza dell’ aria sia - — - * , e che la traiet- 


toria sia poco incurvata, dimostrare che 
x = Allogai -f * 

(•’-i-ò- 


y- 


2io sen X 


X' 2 


2.T 

9 A 2 / T x t \ 

* = *tana- 4 ^e -2 j-1 ) 

♦ 

* 

x 

2co sen p cosX 79 ( * x 

■» 

Queste sono date da Poisson, Journal Polyteclini(j_ue , 1838. 

11. Un elemento pesante è sospeso da un punto fìsso di soste- 
gno per mezzo di un filo di lunghezza a. Esso esegue delle oscil- 
lazioni ellittiche i di cui semi-assi maggiore e minore sono b e c. 
Se 5 e c sono piccoli in paragone di «, dimostrare che gli apsidi 

si avanzeranno per un angolo ^ ~ 2ir prossimamente in ciascuna 

o a* 

completa rivoluzione dell’ elemento. Se b e c non sono piccoli in 
paragone di a ma molto prossimamente eguali, gli apsidi si avan- 
zeranno per un angolo 

1 



1 — - sen 2 a 
4 


2k , 


b . 


dove sena = - in ciascuna rivoluzione completa dell’elemento. 
a 
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12. Un pendolo in quiete relativamente alla terra è proiettato 
in una direzione qualunque con una piccola velocità angolare, 
mostrare che le oscillazioni avranno luogo in un piano verticale 
che gira uniformemente intorno alla verticale sicché il pendolo 
diviene verticale una volta in ciascuna mezza oscillazione. 

13. Sia 0 l’angolo che un pendolo di lunghezza l fa con la ver- 
ticale, e cp f angolo che il piano verticale che contiene il pend do 
fa con un piano verticale che gira intorno alla verticale con ve- 
locità angolare uniforme (OsonX in una direzione da sud ad ovest. 
Dimostrare che quando si trascurano i termini dipendenti da co 2 
le equazioni del moto diventano 


d_ 

dt 


/dOy (de Y 2 g 

(di) +sen '°U) =t cos0 + A ’ 

^sen 2 0 — 2 sen 2 0 oos (9 + p) io cos X ^ , 


dove A ò una costante arbitraria, e le altre lettere hanno i si- 
gnificati dati ad esse nell’ Art. 108. Si vegga M. Quet nei Jour- 
nal di Liouville, 1853. 

Queste equazioni si troveranno convenienti nel trattare il mo- 
vimento di un pendolo. Esse si possono ottenere facilmente tra- 
sformando quelle date nell’ Art. 110 in coordinate polari. 
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CAPITOLO VI. 


Sulla Quantità di Moto. 


111. Lo parole Quantità (li Moto sono state messe in testa di 
questo Capitolo, sebbene esse esprimano solamente una parte del 
suo contenuto. L’oggetto del Capitolo si può enunciare nel se- 
guente problema. Sono date le circostanze del movimento di un 
sistema ad un tempo qualunque t 0 . Al tempo t i il sistema si 
muove sotto altre circostanze. Si vogliono determinare le rela- 
zioni che possono esistere tra questi due movimenti. Il modo nel 
quale questi cambiamenti sono effettuati dalle forze non forma 
il soggetto della ricerca. Vogliamo solamente determinare quali 
cambiamenti sono stati effettuati nel tempo t—t 0 . Se il tempo 
t-t 0 è piccolissimo, e le forze sono grandissime, questo diviene 
il problema generale degl’ impulsi. Ciò anche si considererà nel 
Capitolo. 

112. Riferiamo il sistema ad assi fissi qualunque (Xp, 0?/, 0 z. 
Allora le sei equazioni generali del movimento per l’ Art. 39 si 
possono scrivere nella forma 



Integrando queste da t — t 0 sino a t — t x , abbiamo 



Tv V f tl y u 

— -- liin / Z dt , 

L J t 0 J to 


dt. 


Una forza P agisca sopra un elemento mobile m durante un 
tempo qualunque t x — t a , e si divida questo tempo in intervalli 
ciascuno eguale a dt. Nel mezzo di ciascuno di questi intervalli, 
si tiri una linea dalla posizione di m in quell’istante, per rap- 
presentare il valore di mVdt in quell’ istante, in direzione e gran- 
dezza. Allora la risultante di queste forze, trovata con le regole 
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della Statica, si può chiamare la « forza totale » spesa nel tempo 


/ f — £ 0 . Così mZdl è la forza totale risoluta parallelamente al- 


l’ asse delle z. Queste equazioni mostrano allora che 

(1) Il cambiamento prodotto da forze qualunque nella parte 
risoluta della quantità di moto di un sistema è eguale in ogni 
tempo alla forza totale risoluta in quella direzione. 

(2) Il cambiamento prodotto da forze qualunque nel momento 
della quantità di moto del sistema rispetto ad una linea retta 
qualunque è eguale in ogni tempo ai momento totale di queste 
forze rispetto a quella linea retta. • 

Quando l’intervallo t x — 1 0 è piccolissimo, la « forza totale » 
spesa è la misura ordinaria di una forza impulsiva, e le equa- 
zioni precedenti sono identiche con quelle date nell’ Art. 40 del 
Cap. II. 

Non ò necessario di dedurre questi duo risultati dalle equa- 
zioni del moto. Il teorema generale seguente, che è realmente 
equivalente ai due teoremi sopra enunciati, si può ottenere fa- 
cilmente con un’applicazione del principio di D’ Alembert. 

113. Se la quantità di moto di un elemento qualunque di un 
sistema in movimento si compone e si risolve, come se fosse una 
forza agente nella posizione istantanea dell’ elemento, secondo 
le regole della Statica, allora le quantità di moto di tutti gli ele- 
menti ad un tempo qualunque t x sono insieme equivalenti alle 
quantità di moto ad un tempo qualunque precedente t Q insieme 
con le forze totali che hanno agito durante quell’ intervallo. 

Nel caso in cui non altre forze agiscono nel sistema, che le 
azioni scambievoli degli elementi, vediamo che le quantità di 
moto di tutti gli elementi di un sistema in due tempi qualunque 
sono equivalenti; risultato che è stato già enunciato neirArt. 40. 
I due principii della Conservazione della Quantità di Moto Li- 
neare e della Conservazione delle Aree si possono enunciare 
come segue. 

Se le forze che agiscono sopra un sistema sono tali che esse 
non hanno alcuna componente secondo una certa linea retta fìssa, 
allora il movimento è tale che la quantità di moto lineare riso- 
luta secondo questa linea è costante. 

Se le forze sono tali che esse non hanno alcun momento ri- 
spetto ad una certa linea retta fissa, allora il momento della quan- 
tità di moto o l’area conservata rispetto a questa linea retta è 
costante. 
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E evidente che questi principi! sono solamente casi particolari 
dei risultati dimostrati nell’ Art. 46, Cap. II. 

114. Es. 1. Supponiamo che un solo elemento m descriva 
un’orbita intorno ad un centro di forza 0. Siano v,v' le sue velo- 
cità in due punti qualunque P, P' del suo corso. Allora mv’ sup- 
posta agire secondo la tangente in P' se rivolta in senso contra- 
rio sarebbe in equilibrio con mv agente secondo la tangente in 
P insieme con la forza totale centrale da P in P'. Se sono 
lé lunghezze delle perpendicolari da 0 sulle tangenti in P, P', 
abbiamo prendendo i momenti rispetto ad 0, vp—v'p e quindi 
vp è costante durante il moto. Inoltre se le tangenti s’incon- 
trano in T, la forza totale centrale spesa deve agire secondo la 
linea TO , e si può trovare in termini di v t v' con le regole per 
comporre le velocità. 

115. Es. 2. Supponiamo che tre elementi partano dalla quieto 
attraendosi scambievolmente, ma senza l’azione di alcuna forza 
esterna. Allora le quantità di moto dei tre elementi in un istante 
qualunque sono insieme equivalenti alle tre quantità di moto ini- 
ziali e sono perciò in equilibrio. Quindi in ogni istante le tan- 
genti alle loro traiettorie si debbono incontrare in un punto, e 
se si tirano le parallele alle loro direzioni del moto in modo da 
formare un triangolo, le quantità di moto dei tre elementi stanno 
come i lati di quel triangolo. 

Se vi sono n elementi si può mostrare nello stesso modo che 
le n forze rappresentate da mv, m'v' , etc. sono in equilibrio, e se 
si tirano delle parallele nelle direzioni del movimento e propor- 
zionali alle quantità di moto degli elementi incominciando da 
un punto qualunque, esse formeranno un poligono chiuso. 

Se JP, F', F" sono l’attrazione risultante sui tre elementi, le 
linee d’azione di F, F', F" s’incontrano anche in un punto. In- 
fatti siano X, Y , Z le azioni tra gli elementi m'm " , m”m , mm ' , 
prese in ordine. Allora F è la risultante di — Y e Z\ F’ di X e 
— Z\ F” di l r e —X. Quindi le tre forze F, F', F" sono in equi- 
librio, e perciò le loro linee di azione debbono incontrarsi in un 
jmnto 0 Inoltre la grandezza di ciascuna è proporzionale al 
seno dell’ angolo tra le direzioni delle altre due. Questo punto 
non è generalmente fisso, e non coincide con 0. 

Se la legge di attrazione è proporzionalo alla distanza, i due 
punti 0, 0' coincidono col centro di gravità G , e sono fissi nello 
spazio durante il moto. Infatti è una proposizione nota nella Sta- 
tica che con questa legge di attrazione, l’intera attrazione di un 
sistema di elementi sopra uno degli elementi è la stessa come se 
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l’intero sistema fosse riunito nel suo centro di gravità. Quindi 
0' coincide con G. Inoltre, siccome ogni elemento parte dalla 
quiete, la velocità iniziale del centro di gravità è zero, e quindi 
per l’ Art. 46, G è un punto fisso. Ancora, poiché ogni elemento 
parte dalla quiete ed è spinto verso un punto fisso G } esso si 
muoverà nella linea retta che congiunge la sua posizione iniziale 
con G . Quindi 0 coincide con G . Quando la legge di attrazione 
è proporzionale alla distanza, è dimostrato nella Dinamica di un 
Elemento, che il tempo per giungere sino al centro di forza da 
una posizione di quiete è indipendènte dalla distanza di quella 
posizione di quiete. Quindi tutti gli elementi del sistema giun- 
geranno in G nello stesso tempo, e vi s’incontreranno. Se Im è 
la somma delle masse, misurate dalle loro attrazioni nel modo 

ordinario, si sa che il tempo è ~ -r~— . 

4 y/Lm 


116. Es. 3. Tre elementi le di cui masse sono m, m', m", che 
si attraggono scambievolmente, sono proiettati in yiodo che il 
triangolo formato unendo le loro posizioni ad ogni istante riman- 
ga sempre simile alla sua forma originale. Si cerca di determi- 
nare le condizioni della proiezione. 

Il centro di gravità o sarà in riposo o si muoverà uniforme- 
mente in una linea retta. Possiamo perciò considerare il centro 
di gravità in riposo ed in seguito generalizzare le condizioni 
della proiezione imprimendo a ciascun elemento una velocità ad- 
dizionale parallela alla direzione nella quale vogliamo che si 
muova il centro di gravità. Sia 0 il centro di gravità, e siano 
P, P', P" le posizioni degli elementi ad un tempo qualunque t. 
Allora per le condizioni della quistione le lunghezze OP, OP ', 
OP" sono sempre proporzionali, e le loro velocità angolari in- 
torno ad 0 sono eguali. Inoltre il momento delle quantità di 
moto del sistema rispetto ad 0 è sempre lo stesso. Onde 


mrhi 4- m'r'hi + m"r"hi — costante, 

dove r, r', r" sono le distanze OP, OP ', OP', ed n è la loro co- 
mune velocità angolare. Poiché i rapporti r:r':r" sono costanti, 
segue da questa equazione che mr-n è costante, cioè OP descrive 
aree eguali in tempi eguali. Quindi, la forza risultante su di P 
tende verso 0. 

Siano p, p\ p" i lati P'P ", P"P, PP' del triangolo formato da- 
gli elementi, e sia la legge di attrazione 


II. 


massa 
(dist.) fc * 
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Allora poiché 1* attrazione risultante di m' , m" su di m passa 
per 0, 

r77j£ senP'PO ='- k senP'PO, 

% 

ma essendo 0 il centro di gravità, 

m'p" sen P'PO = ml'p' sen P"PO. 

Quindi o i tre elementi sono in una linea retta o p ,,k+i =p ,ìi+ì . 
Se k=— 1 la legge di attrazione è « come la distanza ». Se fcnon 
è =— 1, abbiamo p'= f", ed il triangolo deve essere equilatero. 

Viceversa, supponiamo gli elementi proiettati secondo dire- 
zioni che fanno angoli eguali con le loro distanze dal centro di 
gravità con velocità proporzionali a quelle distanze, e supponia- 
mo inoltre che le attrazioni risultanti verso il centro di gravità 
siano proporzionali a quelle distanze, allora in tutti e tre i casi 
le stesse condizioni avranno luogo alla fine di un tempo dt ì e così 
continuamente. I tre elementi descriveranno perciò orbite simili 
intorno al centro di gravità in una simile maniera. 

Primo , supponiamo che i tre elementi debbano essere in una 
linea retta. Per fissare le idee, m' cada tra m ed m" t ed Otram 
ed m r . Allora poiché l’attrazione sopra ogni elemento deve essere 
proporzionale alla distanza di quell’elemento da 0, le tre attra- 
zioni 

m' m" m" m 

Jpp r ) k + (Vi 1 ") 1 ’ (P'P 5 )* ~ (PP ') 1 ’ 

m ni' 

~ (PP") k ~ (FF r ) k ’ 

debbono essere proporzionali ad OP,OP',OP". Poiché 'LmOP- 0, 
queste due equazioni equivalgono ad una sola in tutto. Sia 
P'P" 

■* = -jxpF » sicché 

OP _ mi + m" (1 + z) OP' _ — m + ml'z 
PP ' m + mi -f- m" ’ PP' m -+- tu' + m" * 

Allora abbiamo 

(«*' + (X ( -~ m + m " z ) = (jpi - »') \ m ' + m " i 1 + *)! . 

il che è d’accordo col risultato dato da Laplace, da cui questo 
problema fu per la prima volta considerato. 
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Nel caso in cui l’attrazione segue la legge della natura k = 2 e 
l’ equazione diviene 


Questa è un’equazione di quinto grado, ed ha perciò sempre 
una radice reale. Il pidmo membro dell’equazione ha segni op- 
posti quando z—0 e z=co , e quindi questa radice reale è posi- 
tiva. È sempre possibile perciò di proiettare le tre masse in modo 
che esse rimangano in una linea retta. Laplace osserva che se 
m è il sole, m’ la terra, ed m" la luna, abbiamo molto prossima- 

3 


mente z 




m %ìn Se quindi originalmente la terra e la 


luna fossero state situate nella stessa linea retta col sole alle di- 


stanze dal sole proporzionali ad 1 ed 1 -f- 


1 

lòd’ 


e so le loro velo- 


cità fossero state inizialmente parallele e proporzionali a quelle 
distanze, la luna sarebbe stata sempre in opposizione al sole. 
La luna sarebbe stata troppo distante per essere in uno stato di 
continuo ecclissi, e cosi sarebbe stata piena ogni notte. Si è di- 
mostrato però nel Journal di Lionville che un tale moto sarebbe 
instabile. 


Le traiettorie degli elementi saranno ellissi simili aventi il 
centro di gravità per un fuoco comune. 

In secondo luogo. Supponiamo che la legge di attrazione sia 
« come la distanza » . In questo caso 1* attrazione su ciascun ele- 
mento è la stessa come se tutti e tre gli elementi fossero riuniti 
nel centro di gravità. Ciascun elemento descriverà un’ellisse che 
ha questo punto per centro nello stesso tempo. Le condizioni ne- 
cessarie della proiezione sono che le velocità di proiezione siano 
proporzionali alle distanze iniziali dal centTo di gravità, e le di- 
rezioni della proiezione facciano angoli eguali con quelle distanze. 

In terzo luogo. Supponiamo che gli elementi siano ai vertici 
di un triangolo equilatero. La forza risultante sull’elemento mè 

m' in" 

- 77 * cos FJPO + cos P"PO. 

pt’K . p'K 

La condizione affinchè le forze sugli elementi siano proporzio- 
nali alle loro distanze da 0 mostra che il rapporto di questa 
forza alla distanza OP è lo stesso per tutti gli elementi. Essendo 


m'p" cosP' PO -i- w"p' cos P" PO = (ni -f m’ 4- ni") OP y 
è chiaro che la condizione è inizialmente soddisfatta quando 
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p = p'--p". Quindi, con lo stesso ragionamento di sopra, se gli 
elementi sono proiettati con velocità eguali in direzioni che fanno 
angoli eguali con OP,OP' ,OP" rispettivamente, essi rimarranno 
sempre ai vertici di un triangolo equilatero. 

117. Quando il sistema che si considera consiste di corpi -ri- 
gidi dobbiamo usare i risultati dell’ Art. 42 per trovare le parti 
risolute della quantità di moto in una direzione qualunque. Il 
momento della quantità di moto rispetto ad una linea retta qua- 
lunque si può anche trovare con 1* Art. 43 nel Cap. II. combi- 
nato con T Art. 64 nel Cap. IV, se il movimento è in due dimen- 
sioni, o con l’ Art. 102 nel Cap. V, se il moto è in tre dimensioni. 


118. Es. 4. Un disco di forma qualunque si muove nel suo 
proprio piano in un modo qualunque. Subitaneamente si fissa 
un punto 0 nel disco, trovare la velocità angolare del disco in- 
torno ad 0. 

Supponiamo che immediatamente prima che 0 diventi fisso il 
centro di gravità G si muova con velocità F, e che p sia la lun- 
ghezza della perpendicolare da 0 sulla direzione del movimento. 
Inoltre sia to la velocità angolare del corpo intorno al suo cen- 
tro di gravità. Immediatamente dopo che 0 è divenuto fisso, il 
corpo giri intorno ad 0 con velocità angolare co'. Sia Mk 1 il mo- 
mento d’inerzia del disco intorno al centro di gravità, e sia OG-r. 

Il cambiamento nel moto del disco è prodotto da forze impul- 
sive agenti in 0 durante un piccolo tempo t x — t 0 . Queste forze 
non hanno alcun momento rispetto ad 0. Quindi il momento 
della quantità di moto rispetto ad 0 è lo stesso immediatamente 
dopo ed immediatamente prima dell’ urto. Immediatamente pri- 
ma che 0 diventasse fisso, il momento della quantità di moto ri- 
spetto a G era Mkhò (Art. 64), ed il momento della quantità 
di moto dell’intera massariunita in G era MVp . Quindi l’intero 
momento della quantità di moto rispetto ad 0 è la somma di 
questi due (Art. 43). Immediatamente dopo che 0 è divenuto 
fisso il corpo gira intorno ad 0, quindi per l’ Art. 64 il momento 
della quantità di moto rispetto ad 0 è il/ (A; 2 -}-'** 2 ) to'. Eguagliando 
questi abbiamo 

M (k 2 -1- r 2 ) to' = MJcHo + MVp ; 


onde . 



k- w + Vp 
/c 2 + r 2 ’ 


119. Es. 5. Un disco di forma qualunque gira intorno ad un 
asse Ox situato nel suo proprio piano con una velocità angolare 
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co. Subitaneamente quest’ asse è lasciato libero ed un altro asse 
Ox', anche situato nel piano del disco , diviene fisso, si cerca di 
trovare la nuova velocità angolare io' intorno ad Ox'. 

Il cambiamento del moto del disco è prodotto dall’azione dello 
forze impulsive dovute al subitaneo fissare dell’asse Ox' . Questo 
agiscono in punti situati in Ox’ e non hanno alcun momento ri- 
spetto ad Ox' . Quindi il momento della quantità di moto rispetto 
ad Ox’ è lo stesso immediatamente prima ed immediatamente 
dopo che Ox’ è fisso. 

Sia do un elemento qualunque dell’area del disco; y,y' siano 



le sue distanze da Ox, Ox’. Allora yk),y\o’ sono le velocità di do 
immediatamente prima ed immediatamente dopo dell’ urto. I mo- 
menti della quantità di moto rispetto ad Ox' immediatamente 
prima ed immediatamente dopo sono perciò yy' lodo ed y'-Co'do. 
Sommando questi per l’intera area del disco, abbiamo 

to' Zy" 2 do — (o Zyy' do (1). 

Primo, siano Ox,Ox r paralleli, sicché il punto 0 è all’infinito. 
Sia h la distanza fra gli assi, allora y'=y—h. Quindi abbiamo 

io' Zy' l do — io j Zy 2 do - li Zy do j . 

Siano A, A! i momenti d’inerzia del disco rispetto ad Ox, Ox' 
rispettivamente, y t la distanza del centro di gravità da Ox, M 
la massa del disco. Allora abbiamo 

A! io' = io (A — Mhy ,). 

In secondo luogo , Ox ed Os'non siano paralleli. Sia 0 l’ori- 
gine e l’ angolo xOx' = ol, allora 

y’ = y cosa -- x sena. 

Sia F il prodotto d’inerzia del disco rispetto ad Ox,Oy dove Oy 
è perpendicolare ad Ox. Allora con la sostituzione in (1) abbiamo 

A' io' = io (. A cos a - F sen a). 
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120. Un corpo rigido si muove Uberamente nello spazio in un 
modo conosciuto. Subitaneamente o una linea retta o un punto 
nel corpo diviene fisso. Determinare il moto iniziale susseguente. 

Questa proposizione includerà gli ultimi due esempli come 
casi particolari. È chiaro che tutte le azioni impulsive sul corpo 
passano per la linea retta fissa o per il punto fisso. Quindi i mo- 
menti della quantità di moto del corpo rispetto all’asse fisso nel 
primo caso o rispetto ad un asse qualunque condotto per il punto 
fisso nel secondo caso non sono alterati dalle forze impulsive. 

Primo. Una linea retta diventi subitaneamente fissa. Si prenda 
tale retta come asse delle z. 

Sia MIC 2 il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse delle 
z, ed £1 la velocità angolare dopo che la linea retta è divenuta 
fissa. Supponiamo che il corpo quando si muoveva liberamente 
girasse con velocità angolari to x , i.o y , (o. intorno a tre linee rette 
Gx' , Gg ' , Gz' condotte pel centro di gravità parallele agli assi 
delle coordinate. E le coordinate del centro di gravità siano 

•* i » V\ i %\ • 


dove 6" è il momento d’ inerzia del corpo rispetto a Gz' , e 'Lmz'x* , 
hmz'y' sono calcolati rispetto agli assi Gx\ Gy’ , Gz’ . 

In secondo luogo. Un punto P nel corpo in movimento sia fis- 
sato subitaneamente nello spazio. Si prendano tre assi rettan- 
golari qualunque Ox, Oy , Oz, e tre assi paralleli Gx' , Gy', Gz’ 
pel centro di gravità G. Siano co x , io y , le note velocità ango- 
lari del corpo intorno agli assi Gx' , Gy Gz' prima che il punto 
0 diventi fisso, il x , ib y , le velocità angolari ignote intorno 
ad Ox, Oy, Oz dopo che 0 è divenuto fisso. 

Allora, seguendo la stessa notazione come sopra, abbiamo 


Allora 



= MK* • a , 


A’to x - (Imx'y') to y - 

= A$l x — (Lmxy) il y — (imxz) 



il y — ( Imxz ) £ì 2 . 


B’o) y - (Zmy'z') ( o z - (1 

— Bil y — (Lmyz) — (Zmyx) 



% - (Zmyx) a x . 


C ' « . - (Lmz’x’) w x — ( 

— — (Imzx) — (Zìnzy) il y . 
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» 

Queste equazioni determinano £l x , £ì y , il.. E molto ovvio che 
esse si possono semplificare grandemente scegliendo in modo gli 
assi che uno dei due sistemi Ox. Oy, Oz o Gx', Gy ' ,• Gz' sia un 
sistema di assi principali. 

121. Es. Una sfera in colatitudine Spende da un punto 0 nella 
sua superficie in equilibrio sotto V azione della gravità. Subita- 
neamente cessa la rotazione della terra , si cerca di determinare 
il moto della sfera . 

Sia G il centro della sfera, 0 il suo punto di sospensione, ed 
a il suo raggio. Sia C il centro della terra. Supponiamo tracciata 
la figura in modo che la sfera si muova allontanandosi dall’ os- 
servatore. 

Sia w = velocità angolare della terra, allora se CG = p.a, la 
sfera gira intorno ad un asse Gp 
parallelo a CP, l’asse della terra, 
con velocità angolare co, mentre 
il centro di gravità si muove con 
velocità pia sen 0 • co. 

Si prendano OC , Op, e la per- 
pendicolare al piano di OC, Op 
per assi delle x , y , z rispettiva- 
mente, e siano il x , il y , il. le ve- 
locità angolari intorno ad essi 
immediatamente dopo che cessa 
la rotazione della terra. 

Per l’Art. 120, le quantità di 
moto angolari rispetto ad Ox , im- 
mediatamente prima ed immedia- 
tamente dopo che la rotazione ces- 
si, sono eguali tra loro; onde 

Mk' 1 co cos 0 = Mk 2 il x , 

dove Mk 2 ò il momento d’inerzia della sfera rispetto ad un dia- 
metro. 

Ancora , le quantità di moto angolari rispetto ad Oy sono 
eguali tra loro; onde 

— Mk 2 co senO -f Mya 2 co sen 0 = M (k 2 -f a 2 ) ii y . 

Finalmente, le quantità di moto angolari rispetto ad Oz sono 
eguali; onde 



0 = Mk 2 il. . 
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Risolvendo queste equazioni, otteniamo 


Ma 

Sommando insieme i quadrati di £l xì £2 y , abbiamo 

ii* = w* | cos 2 0 + 2 * 5 y sen 2 0 | , 

dove il ò la velocità angolare della sfera intorno al suo asse i- 
stantaneo. 

Il Piano Invariabile . 


O ' A - h- 4- ^a 2 

il.. = co sen 0 — „ r — 

h 1 + a 2 

2 + 5;jl 


v 




io sen 0 
co cosO. 


122. Si è mostrato nell’ Art. 40 del Cap. II. che tutte le quan- 
tità di moto dei diversi elementi di un sistema in movimento, 
sono insieme equivalenti ad una sola quantità di moto lineare 
risultante in un’ origine 0 presa ad arbitrio, rappresentata in 
direzione e grandezza da una linea 0 V, insieme con una quan- 
tità di moto angolare rispetto ad una linea che passa per 0 , rap- 
presentata in direzione e grandezza da una linea Oli. Siano h t , 
7/ 2 , 7j 3 i momenti delle quantità di moto degli elementi rispetto 
a tre assi rettangolari Ox , Oij , Oz che s’incontrano in 0 , sicché 




con simili espressioni per 7* 2 , 7* 3 , e sia 


7* 2 = li 2 + V 4- h. ò 2 . 

Allora i coseni di direzione di Oli sono -r-, ~ e la quantità 

/t 7( fi 

di moto angolare stessa è rappresentata da li. 

Se nessuna forza esterna agisce sul sistema allora Ji t , h 2l 7/ 3 
sono costanti durante il moto, Art. 40, quindi OH è fissa in 
grandezza e direzione. Essa si chiama perciò la linea invariabile 
in 0, ed un piano perpendicolare ad OH si chiama il piano in- 
variabile in 0. 


Questo piano si può convenientemente usare come un piano di 
riferimento col quale si possono determinare le posizioni dei corpi 
ad ogni tempo. Esso si può dedurre ad un tempo posteriore qua- 
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lunque dai movimenti dei corpi che formano il sistema, appunto 
come si può trovare la posizione del centro di gravità, sicché la 
conoscenza della sua posizione non può essere perduta. Nel caso 
del sistema solare, possiamo, per esempio, riferire le inclinazioni 
dei piani delle orbite a questo piano fisso. 


123. La posizione del piano invariabile nel centro di gravità 
del sistema solare sì può trovare nel modo seguente. Sia riferito 
il sistema ad assi rettangolari qualunque che s’incontrano nel 
centi’O di gravità. Sia co la velocità angolare di un pianeta qua- 
lunque intorno al suo asse di rotazione. Sia Mk- il suo momento 
d’inerzia rispetto a quell’asse, e siano (a, p, y) gli angoli di di- 
rezione di quell’asse. L’asse di rotazione e due assi perpendi- 
colari formano un sistema di assi principali nel centro di gra- 
vità. La quantità di moto angolare rispetto all’ asse di rotazione 
è Mk\ò, e quindi la quantità di moto angolare rispetto ad un 
asse parallelo all’asse delle z è Mkr co cosy. Il momento della 
quantità di moto dell’intera massa riunita nel centro di gravità 
rispetto all’ asse delle z è 


quindi abbiamo 


M 



dx\ 

di) 


7*3 = Mk 2 io cos y + M 



r?.r\ 

dt) 


I valori di h it Ji 2 si possono trovare in simil modo. La posizione 
del piano invariabile è allora conosciuta. 

Se i pianeti che formano il sistema si riguardano come sfere 
sicché le loro attrazioni scambievoli agiscano secondo le linee 
rette che uniscono i loro centri, i movimenti intorno ai loro cen- 
tri saranno sempre gli stessi. In questo caso possiamo riguar- 
darli come un sistema di punti che si attraggono scambievol- 
mente. Questo è ciò che si fa usualmente, ed i termini dipendenti 
dalle rotazioni dei pianeti nei valori precedenti di 7*,, 7/ 2 , h 3 al- 
lora si omettono. Il piano così trovato ò normale all’asse della 
coppia di quantità di moto dovuta ai movimenti dello diverse 
masse riunite nei loro centri di gravità. Esso non è perciò rigo- 
rosamente fisso nello spazio, poiché le attrazioni dei pianeti non 
agiscono rigorosamente secondo le linee rette cho congiungono 
i loro centri di gravità. Ma in un tempo comunque lungo i cam- 
biamenti prodotti nelle rotazioni dei pianeti sono così piccoli in 
paragone degli altri termini ritenuti nelle espressioni di 7i i ,7* 2 ,7* 3 
che il piano si può riguardare come fisso. 

II. 
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124. Se una linea retta qualunque OL si tira per 0 facendo 
un angolo 0 con la linea invariabile OH in 0, la quantità di moto 
angolare rispetto ad OL è 7<cos0. Infatti l’asse della coppia di 
quantità di moto risultante è OH, e la parte risoluta rispetto ad 
OL è perciò OH cosO. Quindi la linea invariabile in 0 si può 
anche definire come quell’asse condotto per 0 rispetto al quale 
il momento della quantità di moto è massimo. 

125. In differenti punti del sistema la posizione della linoa in- 
variabile è diversa. Ma le regole con le quali queste lineo sono 
connesse sono le stesse di quelle che connettono gli assi della 
coppia risultante di un sistema di forze quando si varia l’origine 
di riferimento. Queste sGno state già stabilite nell’ Art. S8 del 
Cap. V, e basta qui di riferirci generalmente ad esse. 

# 

Forze impulsive in tre Dimensioni . 

12G. Determinare le equazioni generali del movimento di un 
corpo intorno ad un punto fìsso sotto l'azione di dati impulsi . 

Il punto fisso si prenda come origine, e siano co a /, co.' le 
velocità angolari generate dagl’impulsi intorno ad assi coordi- 
nati rettangolari qualunque. Pel Principio di 1)’ Alembert, si 
vegga l’Art. 50, la differenza tra i momenti delle quantità di 
moto degli elementi del sistema immediatamente prima ed im- 
mediatamente dopo l’azione degl’impulsi è eguale al momento 
degl’ impulsi. Quindi per l’Art. 102 del Cap. V., 

AmJ — (Lmxy) o) tJ ’ — ( 'Zmxz ) io/ = 7; ] 

Dii) y r — (Zmyz) co/ — (£myx) i* x r = Af (• (1), 

CW - (Imzx) cOj/ - (Imzy) co y ' - N ) 

dove Ij , M , N sono i momenti delle forze impulsive rispetto 
agli assi. 

Queste tre equazioni basteranno per determinare i valori di 
co,/, co y ', co/. Queste essendo aggiunte alle velocità angolari pri- 
ma dell’ impulso, si trova il moto iniziale del corpo dopo del- 
l’ impulso. 

Si deve osservare che queste equazioni lasciano gli assi di ri- 
ferimento indeterminati. Essi si debbono scegliere in modo che i 
valori di A, Zmxy, etc. si possano trovare nel modo più facile. 
Se lo posizioni degli assi principali nel punto fisso sono cono- 
sciute essi si troveranno in generale i più convenienti. 
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In quel caso le equazioni si riducono alla forma semplice 

Au r '=L \ 

B io. 


Leo J—L ) 

ÌU y ' ■-= M l 
cw = n 


( 2 ). 


I valori di to x ', to y ', co/ essendo conosciuti, possiamo trovare 
le pressioni nel punto fìsso. Infatti pel Principio di D’ Alembert 
il cambiamento nella quantità di moto lineare del corpo in una 
direziono qualunque è eguale alla parte risoluta delle forze im- 
pulsive. Quindi se JP, 6r, li , sono le pressioni del punto fìsso nel 
corpo 

. IX -f F = il/- ~ per l’ Art. 49 

ut 

= il/ (io yZ' — co ,'/) per F Art. 89 

sr+ G = jf(o);x'-w x y) 


xz + a =M(io x y 


w/x'). 


127. Se il corpo è libero, il moto intorno al centro di gravità 
sarà lo stesso come se quel punto fosse fìsso. Quindi gli assi es- 
sendo tre linee rette qualunque che s’incontrano nel centro di 
gravità, le velocità angolari del corpo si possono sempre trovare 
dalle equazioni (1) e (2). Il movimento del centro di gravità si 
può trovare da (3). Siano w f , v Xì tv ,, «/, v t \ iv x * le parti risoluto 
delle velocità del centro di gravità prima e dopo degl’ impulsi , 
c sia M l’intera massa. Allora queste equazioni diventano 


« 


, IX 

w i - w. = , 



ni ’ 


w x — tv l 



Sul soggetto generale degli urti il lettore può consultare un 
Articolo nel Journal di Liouville, Yol. XIV. 


128. Es. Una porzione di parabola limitata da un ordinata 
PN, V asse ON, e la curva OP, ha il suo vertice 0 fisso. Un urto 
I* c dato ad essa perpendicolarmente al suo piano nell'altra estre- 
mità del contorno curvilineo. Supponendola in quiete prima del- 
V urto, trovare il movimento iniziale. 
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Sia 1 equazione della parabola y 2 —Aax, 



Allora 


Zmxz = 0 , Zmyz = 0 . 


Sia (A la massa, di una unità dell’ area, M V intera massa ed 
ON=c ì allora 

Zmxij — ufi xydxdy — u fx~ dx ■ y “ 0 
JJ J 2 u = u 


= 2jx J* ax 2 dx = | j jac 3 ^ X 0 


y-y 

X — 

{ X — C 


= 31^1 


1 re ic s s A f r 

Inoltre A~ y*dx = — i±a 2 c 2 = M- , 

o io 15 k 5 

f c All or- 

B-V-J 0 = y pta 2 c 2 = If — ; 

e le equazioni sono 

2 

AtOj, — - (&ac 3 co y = — P • 2 \/ac 


_ 2 „ 

Pw,, — - ixac 3 io x = Pc 

(A -f- P) co, = 0 


dalle quali si possono facilmente trovare. 

E le pressioni sul punto fisso si possono trovare dalle equazioni 

F = 0, G = 0, 

P -|- U = -3P (tO x y f - lÙyX') . 
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L’asse intorno al quale il corpo incomincia a girare fa un an- 
golo con Ox , di cui la tangente è 

tanO = ~ ,J , 

e la velocità angolare iniziale — \/w 2 4- co 2 . * 

si, IJ 

Ma il corpo non continuerà a girare intorno a questo asse a 
meno che non sia anche un asse principale. 

129. Prup. Mostrare che possiamo prendere i momenti rispetto 
all’ asse iniziale di rotazione come se fosse un asse fisso. 

Siano Z, m, n i coseni di direzione dell’asse iniziale di rotazio- 
ne; sia I il momento d’inerzia, ed il la velocità angolare del 
corpo intorno ad esso. Sia G’ il momento delle forze rispetto 
allo stesso asse. Allora 

io x = 7i2, i o = = 

Quindi le equazioni del moto diventano 

-AZi2 = L , IJm il = M t Cnil = N. 

Moltiplicando queste per Z, wi, w, ed addizionando, abbiamo 
(^4Z 2 4- Bm 2 + Cri 1 ) il = LI 4 Min 4- Nn , 
o sia I il— G f . 

130. Prop. Un corpo in quiete essendo sollecitato da impulsi 
qualunque , si cerca di trovare la condizione affinché ìl moto ri- 
sultante sia solamente di rotazione. 

È stato dimostrato che il movimento di un corpo qualunque 
si può sempre rappresentare con un moto di rotazione intorno ad 
un certo asse, ed un moto di traslazione nella direzione dell’asse. 
La condizione affinchè il movimento sia solamente di rotazione 
è, per l’Art. 84, 

ufiOj! 4- 0,'io y ' -b WjW = 0. 

Sostituendo per uf, ctc., to/, etc. i loro valori in termini dello 
forze dati negli Art. 126 e 127, questa diviene 

LZX M1Y NIZ A 

— + — + -o- = °- 

Questa condizione è necessaria, ma non è sufficiente. È anche 
necessario che L, il/, X non svaniscano tutte. 
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ESEMPIi: 


1. Un cono gira intorno al suo asse con una nota velocità an- 
golare. L’altezza incomincia a diminuire e l’angolo a crescere, 
il volume essendo costante. Mostrare che la velocità angolare è 
proporzionale all’altezza. 

2. Un disco circolare gira nei suo proprio piano intorno al suo 
centro ; se un punto nella circonferenza diviene fisso, trovare la 
nuova velocità angolare. 


3. Una verga uniforme di lunghezza 2 a posta sopra un piano 
orizzontale levigato passa attraverso un anello che permette alla 
verga di girare liberamente nel piano orizzontale. Il punto me- 
dio della verga essendo indefinitamente vicino all’anello s’im- 
prime ad essa una velocità angolare qualunque ; mostrare che 
quando essa lascia l’anello il raggio vettore del punto medio 


avrà descritto un’ area eguale ad — . 

4. Un guscio sferico contiene una cavità sferica interna il di 
cui diametro è un raggio del guscio, e che è ripiena di fluido 
della stessa densità della materia del guscio. Si dà un impulso 
tangenziale al guscio nell’ estremità del diametro della cavità; 


mostrare che la velocità angolare comunicata al sistema ò 


32 

SI 


volte quella che sarebbe stata se il fluido fosse stato solido e ri- 
gidamente connesso col guscio. 


5. TJnaJamina ellittica gira intorno al suo centro sopra una 
tavola orizzontale levigata. Se co t , co 2 , co., sono le sue velocità 
angolari rispettivamente quando si fìssa l’ estremità del suo asse 
maggiore, il suo fuoco, e l’estremità dell’asse minore, dimo- 
strare che 


7__ G_ 5_ 
co, co 2 co 3 * 

C. Un corpo rigido mobile intorno ad un punto fisso O nel quale 
i momenti principali sono A, Ji, Co colpito da un urto di data 
grandezza in un punto dato. Se la velocità angolare così impressa 
sul corpo è la massima possibile, dimostrare che (a, 6,c) essendo 
le coordinate del punto dato riferito agli assi principali in 0, ed 
(/, m, n) i coseni di direzione dell’urto, allora 


al -{- bm -f cn = 0 , 


l \U- Ci) 4 m V C 2 A-) 4 n Li 2 W ~ 
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7. Una lamina triangolare ABC ha il vertice C fisso ed è ca- 
pace di libero movimento intorno ad esso. Si dà un urto in B 
perpendicolarmente al piano del triangolo. Dimostrare che l’asse 
iniziale di rotazione è quel trisettore dei lato AB che è più lon- 
tano da C. 

8. Un corpo girando intorno ad un asse che passa pel suo cen- 
tro di gravità, un punto nel corpo diviene subitaneamente fisso. 
Se il nuovo asse istantaneo ò un asse principale rispetto al pun- 
to, mostrare che il luogo del punto è un’iperbole rettangolare. 

9. Un cubo gira con velocità angolare co intorno ad una dia- 

gonale, quando uno dei suoi spigoli che non incontra la diago- 
nale diviene subitaneamente fisso. Mostrare che la velocità an- 
golare intorno a questo spigolo come asse = - . 

4 \/3 

10. Due masse m, m' sono connesse da un sottile filo levigato 
che passa intorno ad un cilindro, retto circolare di raggio a . I 
due elementi sono in movimento in un piano non essendo solle- 
citati da foi*ze, mostrare che se A è la somma delle aree assolute 
descritte in un tempo t dalle due porzioni non avviluppate del filo 

cV-A 1 



Tessendo la tensione del filo ad un tempo qualunque. 


11. Un pezzo di filo metallico in forma di un circolo giace in 
riposo col suo piano in contatto con una tavola orizzontale levi- 
gata, quando un insetto su di esso parte subitaneamente cam- 
minando lungo l’arco con velocità relativa uniforme. Mostrare 
che il filo gira intorno al suo centro con velocità angolare uni- 
forme mentre quel centro descrive un circolo nello spazio con 
velocità angolare uniforme. 


12. Un filo metallico circolare uniforme di raggio a mobile 
intorno ad un punto fisso nella sua circonferenza, giace sopra un 
piano orizzontale levigato. Un insetto di massa eguale a quella 
del filo si trascina lungo di esso, partendo dairestremità del dia- 
metro opposta al punto fisso, la sua velocità relativa al filo es- 
sendo uniforme ed eguale a V. Dimostrare che dopo un tempo t 
il filo avrà girato per un angolo 


Vt 
2 a 



18. Un piccolo insetto si muove lungo una sbarra uniforme di 
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massa eguale a sò stesso, e di lunghezza 2 a, le estremità della 
quale sono costretto a rimanere sulla circonferenza di un circolo 
• 2 et 

fisso, di raggio . Supponendo che l’insetto parta dal punto 

v 3 

medio della sbarra, e la sua velocità relativamente alla sbarra 
sia uniforme ed eguale a V\ dimostrare che la sbarra nel tempo 
t girerà per un angolo 

— — tan 1 — . 

V 3 « 

14. Un disco circolare uniforme mobile intorno al suo centro 
nel suo proprio piano (che è orizzontale) ha una sottile scannel- 
latura tagliata secondo un raggio, ed è messo in rotazione con 

velocità angolare co. Un piccolo razzo il di cui peso è- del peso 

del disco è situato nell’ estremità interna della scannellatura e 

* * 

scaricato ; e quando esso è uscito dalla scannellatura, si fa lo 
stesso con un altro razzo eguale, e cosi di seguito. Trovare la 
velocità angolare dopo n di queste operazioni, e se n cresce in- 
definitamente, mostrare che il valore limite della stessa è eoe -2 . 

15. Un corpo rigido gira intorno ad un asse condotto pel suo 
centro di gravità, quando un certo punto del corpo diviene istan- 
taneamente fìsso, l’asse essendo simultaneamente lasciato libe- 
ro; trovare le equazioni del nuovo asse istantaneo; e dimostrare 
che, se esso è parallelo all’asse primitivamente fisso, il punto 
deve giacere nella linea rappresentata dalle equazioni 

a 2 Ix -f Wmy + c-nz — 0 , 

0* - c 2 ) y + (c ! - «*) + (a 2 - V-) i- = 0 ; 

gli assi principali pel centro di gravità essendo presi come assi 
delle coordinate, «, 5, c essendo i raggi di girazione rispetto a 
queste linee, ed i coseni di direzione dell’asse primitiva- 

mente fìsso rispetto ad esse. 
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CAPITOLO VII. 
Forza Viva. 


131. Siano rr, y, z le coordinate di un elemento m di un siste- - 
ma in movimento ad un dato istante qualunque; e siano X,Y,Z 
le forze acceleratrici che agiscono sull’ elemento risolute nelle 
direzioni degli assi. Allora, la somma estendendosi a tutto il 
sistema, la funzione 

Zm (Xdx 4- Ydy + Zdz) 


sarà in generale un differenziale .completo di una quantità U. 
Questa quantità U , quando esiste, si chiama la funzione delia 
forza. 

Questo nome è stato dato ad essa da W. Hamilton e Jacobi 
indipendentemente l’uno dall’altro. 


132. Prop. T. Dimostrare che vi sarà una funzione della forza 
primo , quando le forze tendono a centri fissi a distanze finite, e 
sono funzioni delle distanze da quei centri; ed in secondo luogo, 
quando le forze sono dovute alle attrazioni o ripulsioni scambie- 
voli degli elementi del sistema, e sono funzioni delle distanze tra 
gli elementi che attraggono o repellono. 

Sia my(r) l’azione di un centro fisso di forza sopra un elemento 
m alla distanza r, valutata nella direzione nella quale si misura 
r, cioè dal centro di forza. Allora tutte le forze dovute ai diversi 
centri di forza sono esattamente equivalenti a tutte le loro di- 
verse componenti vnXjnY^mZ. Quindi, rivolgendo in senso con- 
trario le ultime, vi sarà equilibrio. Onde, per le Velocità Vir- 
tuali, 

£m?(r) dr = Zm ( Xdx + Ydy + Zdz). 

Così esiste là funzione della forza, ed è eguale a 



* 


* < » 

Se la legge di attrazione è il quadrato inverso o (r) = — - , e 
* * r ■ 

l’integrale diviene -. Così la funzione della forza diviene ciò che 

r 

si è chiamato in Statica il Potenziale. 


• Nello stesso modo si può mostrai*© elio vi sarà una funziono 
della forza quando le forze sono quelle che risultano dall’attra- 


II. 
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zione scambi e voi e. degli elementi, purché le attrazioni siano fun- 
zioni solamente delle distanze tra gli elementi. 

Sia mm'^(r) l’azione tra due elementi m , m',.di cui la distanza 
scambievole è r; e, come sopra, questa forza si consideri posi- 
tiva quando è ripulsiva. Allora abbiamo 

Zmm’y (r) dr = Zm {Xdx + Ydy + Zdz ) , 

« 

e la funzione della forza è eguale a 


Imm 


’f<t(r ) 


dr. 


133. Pkop. II. Se un sistema riceve un piccolo spostamento ds 
parallelo ad una data linea retta ed uno spostamento angolare 
dO intorno a quella linea , allora i coefficienti differenziali par- 
ziali ~ e — rappresentano rispettiv ardente la parte risoluta 
cls dt 

di tutte le forze secondo la linea ed il momento delle forze ri- 
spetto ad essa. 

Poiché dU è la somma dei momenti virtuali di tutte le forze 
dovuti ad uno spostamento qualunque, essa è indipendente dagli 
assi coordinati. Si prenda come asse delle z la linea retta se- 
condo la quale si misura ds. 

Ritenendo la stessa notazione come sopra, 
dU — Zm ( Xdx -f Ydy -f Zdz). 

Ma dx— 0, dy— 0, e dz—ds> quindi abbiamo 

dU=: dS'ZmZ \ 
dU 


onde 


ds 


— ZmZ . . 


Qui dU dinota il cambiamento prodotto in U dal solo sposta- 
mento del sistema, preso come un corpo, parallelo alla data li- 
nea retta, per uno spazio ds. Àncora, il momento di tutte le 
forze rispetto all’ asse delle z è 

Zm(xY-yX), 

ma per l’Àrt. 89, dx=— yd(ì, dy — xdb, e dz — Q , quindi il mo- 
mento precedente è 

Ydy -f Xdx -f Zdz 


= Zm- 


d 0 


dU 

'db 
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Qui dU è ilcambiamento prodotto in U dalla sola rotazione 
del sistema, preso come un corpo, intorno all’asse dato, per un 
angolo dO. 

134. Def. La Forza Viva di un elemento è il prodotto della 
sua massa pel quadrato della sua velocità. 

Se un sistema è in movimento sotto V azione di forze finite, e 
se le relazioni geometriche delle parti del sistema sono espresso 
da equazioni che non contengono il tempo esplicitamente, il cam- 
biamento nella forza viva del sistema passando da una posizione 
ad un* altra è eguale a due volte il cambiamento corrispondente 
prodotto nella funzione della forza. 

Nel determinare la funzione della forza si possono ammettere 
tutte le forze che non apparirebbero nell’equazione delle Velo- 
cità Virtuali. 

Siano x, y, z le coordinate di un elemento qualunque ?n, e 
siano X, Y, Z le parti risolute nelle direzioni degli assi delle 
forze impresse acceleratrici agenti sull’ elemento. 

Le forze effettive agenti sull’elemento ni al tempo t sono 

d*x d-y d ì z 
ni -r-r , m-T-r , ni 


Se le forze effettive su tutti gli elementi si rivolgono in senso 
contrario, esse saranno in equilibrio con l’intero gruppo delle 
forze impresse per l’Àrt. 37. Quindi, pel principio delle velo- 
cità virtuali, 



dove gx, oy , gz sono dei piccoli spostamenti arbitrarli qualunque 
dell’elemento m compatibili con le relazioni geometriche al 
tempo t. 

Ora se le relazioni geometriche sono espresse da equazioni 
che non contengong il tempo esplicitamente, le relazioni geome- 
triche che valgono al tempo t vaieranno durante il tempo Gt\ e 
quindi possiamo prendere gli spostamenti arbitrarii gx 7 oy 7 gz 
eguali rispettivamente agli spostamenti attuali 


9 





dell’ elemento nel tempo ot. 
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Facendo questa sostituzione, l’ equazione' diviene 

(d 2 x dx d-y dy d 2 z dz\ 
lm dt + iW clt + WTl) 


\dl 2 

= Zm(x^ 
\ dt 




Integrando, otteniamo 


-KDMSMD’i 

- C + 2 Im f (Xdx + Ydy + Zdg) , 


dove C ò la costante da determinarsi per mezzo delle condizio- 
nali iniziali del movimento. 


Siano v c v' le velocità dell’ elemento m ai tempi t e t ' . Inoltre 
siano U ed U' i valori della funzione della forza per il sistema 
nelle due posizioni che esso ha ai tempi t e t ' . Allora 


Zmv' 2 - Zmv 2 = 2 (U r - U). 

135. La seguente illustrazione, presa da Poisson, può mo- 
strare più chiaramente perchè è necessario che le relazioni geo- 
metriche non contengano il tempo esplicitamente. Sia, per e- 
sempio, 

0 = 0 (i) 


una relazione geometrica qualunque che lega le coordinate clel- 
l’ elemento m. Questa si può riguardare come l’equazione di una 
superficie mobile sulla quale l’ elemento ò costretto a rimanere. 
Le quantità òx ì oy, oz sono le proiezioni sugli assi di uno spo- 
stamento arbitrario qualunque dell’ elemento m compatibile con 
le relazioni geometriche che hanno luogo al tempo t. Esse deb- 
bono perciò soddisfare l' equazione 


ll 'i , cl ? ?.. , ll 'i ?„ _ 


tx‘ ° X + fy + 


di 


oz — 0. 


ci ìj(s (Iff 

Le quantità — òt , òt , ~ òt sono le proiezioni sugli assi 

(Il Cl v (il 

dello spostamento dell’elemento dovuto al suo movimento nel 
tempo ot. Esse debbono perciò soddisfare l’equazione 

j» 

+ + = o. 

dx dt * dy dt dz dt dt 
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do 

Quindi a- meno che non sia —/• zero durante l’intero movi- 

dt 

mento non possiamo prendere ox , oy, oz rispettivamente eguali a 


dx _ dy .. dz 

M 01 ' di 01 ’ Tt ot ■ 


dy 


L’equazione — 0 esprime la condizione affinché l’ equazione 

il 1 / 

geometrica (1) non contenga il tempo esplicitamente. 

136. L’equazione delle Velocità Virtuali nella Statica si sa 
die contiene in una formola tutte le condizioni di equilibrio. 
Nello stesso modo l’equazione generale 


Zm ^ 


d*x ^ dry ^ d l z f% \ . 

dx + ~~ oy + — oz ) = Sm ( Xox + Yoy + Zoz), 


dt* 


di- 


si può fare che dia tutte le equazioni del movimento scegliendo 
convenientemente gli spostamenti arbitrarli ox , oy , oz. Nell’ ul- 
timo Articolo si fece una scelta di questi spostamenti e così si 
ottenne un’equazione in una forma integrabile. 

Se diamo all’intero sistema uno spostamento parallelo all’asse 
delle z abbiamo ox— 0 , Zy—0 , e oz è arbitrario. L’equazione al- 
lora diviene 


AH 


d*z 

W 


= ZmZ , 


clic rappresenta una delle tre prime equazioni- generali del mo- 
vimento nell’ Art. 39. 

Se diamo all’intero sistema uno spostamento intorno all’asse 
delle z per un angolo 50, abbiamo Zx ——y 50, oy = xo f ) ì oz — 0. 
L’equazione allora diviene 


v ( ( ^y d 2 x\ _ r 

“ m vJt* ~ V dT l ) ~ ( xY ~ ,jX ì’ 

che rappresenta una delle Ire ultime equazioni generali del ino- 
vimento nell’ Art. 39. 


137. Una forza P agisca sopra un elemento che descrive l’arco 
elementare ds nel tempo dt. Sia dp la proiezione di ds sulla linea 
d’ azione di P stimata positiva nella direzione secondo la quale P 
agisce. Allora Vdp si chiama « il lavoro » fatto dalla forza P nel 
tempo dt. So una forza agisco continuamente sopra un elemento 


* 
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durante un tempo T , allora il lavoro sarà chiaramente rappro- 

f T Pdp . . 

sentato da / — ~~ dt. Siano X, Y. Z le parti risolute nelle diro- 

J o # 

zioni degli assi delle forze acceleratrici che agiscono sopra un 
elemento qualunque m. Allora l’intero « lavoro » fatto, mentre 
il sistema passa da una posizione ad un’altra, ò 


W = litn j (Xdx + Ydy -f Zdz). 


Siano U, U' i valori della funzione della forza del sistema cor- 
rispondenti allo due posizioni del sistema. Allora 

W= TJ' - u. 

Pel principio della forza viva abbiamo 

Zmv'* - Imv' = 2 (U'-U). 

Quindi il cambiamento nella forza viva di un sistema passando 
da una posizione ad un’ altra è eguale a due volte il « lavoro » 
fatto dalle forze durante il moto. 

Possiamo usare l’espressione « funzione della forza » per in- 
dicare l’integrale indefinito Uc la parola « lavoro » per indicare 
lo stesso preso tra dati limiti. 

Supponiamo che un peso mg sia situato ad un’altezza qualun- 
que al di sopra della superficie della terra. Allora cadendo da 
un’ altezza z si può fare per mezzo di una macchina che esso ese- 
gua un « lavoro » misurato da mgz. Ciò segue dal principio delle 
velocità virtuali. Se esso non pone in opera alcuna macchina esso 
ha acquistato una forza viva, la metà della quale è eguale ad 

m — o mgz. Se esso cade per un secondo spazio z\ si può fare o 

mi 

che esegua più lavoro per mezzo della macchina o che generi una 
semi-forza viva addizionale eguale a mgz\ E così di seguito fino 
a che esso cade per quanto le circostanze lo permettono. Dopo 
ciò non si può eseguire ulteriore lavoro dal peso sino a che non 
sia stato innalzato di nuovo. Se esso si eleva all’altezza li pro- 
iettandolo con la conveniente velocità v y scomparisce una quan- 

v~ 

tità di semi-forza viva misurata da m-^ — mgli. 0 se il peso è 

U 

portato in su da una macchina ciò misura il lavoro fatto dalla 
macchina. In ogni caso il peso ha ora acquistato una capacità da 
fare lavoro misurato da mgh. Così vediamo che la forza viva si 
può cambiare in una capacità da fare lavoro, c viceversa. 
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Applichiamo questo ragionamento al caso generale di un si- 
stema di elementi non assoggettato a forze esterne ma solamente 
alle azioni scambievoli delle sue diverse parti. Supponiamo che 
il sistema sia passato dalla sua disposizione al tempo t Qì che pos- 
siamo prendere come principio del movimento, alla sua disposi- 
zione al tempo t. Sia t i un altro tempo qualunque maggiore di 
t 0 e tale ohe si abbia bisogno solamente di considerare il movi- 
mento tra i due tempi t 0 e i v Se è necessario t x si può riguar- 
dare come infinitamente grande. Sia W 0 il lavoro fatto dalle a- 
zioni scambievoli mentre il sistema passa dalla disposizione al 
tempo t 0 a quella al tempo i x , W il lavoro fatto mentre esso 
passa dalla disposizione al tempo t a quella al tempo t x . Sia T 0 
la semi-forza viva attuale al tempo / 0 , T quella al tempo t. Al- 
lora per l’equazione delia forza viva, abbiamo 

t-t 0 = w q -w } . . ' . 
o T+W = T 0 +W 0 . 

Quindi apparisce che la quantità T 4- W è costante durante il 
moto. Per esprimere ciò la parola « energia » è stata introdotta 
da W. J. M. Itankine. L’attuale energia al tempo t è la semi- 
forza viva del sistema in quell’istante. L’energia potenziale è il 
rimanente lavoro, positivo o negativo, che si può fare eseguire 
dalle forze nel muovere il sistema dalla sua disposizione al tempo 
t alla disposizione in un altro tempo fisso avvenire. Il principio 
asserisce che la somma di queste due è costante durante il moto. 

Se delle forze esterne agiscono sul sistema l’energia totale at- 
tuale e potenziale si accresce positivamente o negativamente di 
una quantità eguale al lavoro fatto dalle forze esterne, nel pas- 
sare il sistema dalla sua posizione al tempo t Q alla sua posizione 
al tempo t. 

> • « • 

138. Nell’ applicare il principio della forza viva ai casi parti- 
colari, saràiimportante di conoscere anticipatamente a quali forze 
e reazioni interne si può non avere riguardo nel formare T equa- 
zione. La regola generale si è che si possono trascurare tutte le 
forze che non appariscono nell’ equazione delle velocità virtuali. 
Queste forze si possono enumerare come segue: 

I. Quelle reazioni le di cui velocità virtuali sono zero. 

1 . Quelle la di cui linea d’azione passa per un asse istantaneo. 

2. Quelle la di cui linea d’azione è perpendicolare alla di- 
rezione del movimento del punto d’ applicazione; come le rea-> 
zioni delle superficie fisse levigate , ma non quelle delle superfi- 
cie mobili. 


280 


FORZA .VIVA. 


II. Quelle reazioni le di cui velocità virtuali non sono zero e 
che perciò entrerebbero nell’equazione, ma che spariscono quando 
vanno unite ad altre reazioni. 

1. Le reazioni tra gli elementi la di cui distanza scambie- 
vole rimane la stessa; come le tensioni dei fili inestensibili , ma, 
non quelle dei fili elastici. 

2. La reazione tra due corpi rigidi, parti dello stesso sistema, 
che rotolano l’uno sull’ altro. È necessario però d’includere tutti 
e due questi corpi nella stessa equazione della forza viva. 

III. Tutte le tensioni che agiscono secondo fili inestensibili, 
anche quando i fili sono piegati passando per anelli fissi levigati. 
Infatti un filo la di cui tensione è T congiunga gli elementi «i, 
m ' , e passi per un anello lontano rispettivamente per r, r' dagli 
elementi. La velocità, virtuale è chiaramente 

Tor + Tòr\ 

poiché la tensione agisce secondo il filo. Ma essendo il filo ine- 
stensibile 

or -f- or' 0 ; 

quindi la velocità virtuale ò zero. 

139. Se un sistema non ò sollecitato da forze esterne, abbia- 
mo X = 0, Y=0, Z — 0, e quindi la forza viva del sistema è co- 
stante. 

Se, però, le reazioni scambievoli tra le parti del sistema sono 
tali da apparire nell’equazione dei momenti virtuali, allora la 
forza viva del sistema non sarà costante. Cosi, anche se il si- 
stema solare non fosse sollecitato da forze esterne, la sua forza 

viva non sarebbe costante. Infatti le attrazioni scambievoli tra 

% 

. i varii pianeti sono reazioni tra elementi le di cui distanze non 
rimangono le stesse, e quindi la somma dei momenti virtuali 
non sarà zero. 

Ancora, se la terra si riguarda come un corpo che gira intorno 
ad un asse e si contrae lentamente per la perdita di calore noi 
corso del tempo, la forza viva non sarà costante, per la stessa 
ragione di sopra. L’ accrescimento di velocità angolare prodotto 
da questa contrazione si può trovare facilmente per mezzo della 
conservazione delle aree. 

140. La gravità sia la sola forza che agisce sul sistema. L’asse 
delle z sia verticale, allora abbiamo X=0, Y—0-^ Z—-g. Quindi 
l’ equazione della forza viva diviene 

Imv'* — Zmv 1 = — 2 Mg (#' - z). 
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» Cosi la forza viva del sistema dipende solamente dall* altezza 
del centro di graviti!. So si tira un piano orizzontale qualunque, 
la forza viva del sistema è la stessa sempre clic il ceùtro di gra- 
vità attraversa il piano. * 1 


t 


141. Determinare la forza viva di un corpo rigido in movi- 
mento. 

i 

Se un corpo si muove in un modo qualunque la sua forza viva 
in un istante qualunque è eguale alla forza viva dell’ intera massa 
riunita nel suo centro di gravità , più la forza viva intorno al 
centro di gravità considerato come un punto fisso : o sia 

La forza viva di un corpo = forza viva dovuta alla trasla- 
zione 4- forza viva dovuta alla rotazione. 

Siano x ì y ì z le coordinate di un elemento di cui la massa è m 
e la velocità v> e siano a/, y'\ z' le coordinate del centro di gra- 
vità G del corpo. Sia x=x , fx ì1 y=y'+y i ,z=z , +z i . Allora per una 
proprietà del centro di gravità 'Lmx ì = 0, Zmy ì = 0, Hmz. = 0. 
Quindi . 




v ch J i 

* m Tt 




Ora la forza viva del corpo è 



Sostituendo per x, y, z ì questa diviene 



dX '- lìX ' . « ( Il V,i, ^ 4. O v m 


+ 2 - - Im 
di 


+ 2 
dt dt 


ah 2 

dt dt dt 


Tutt’i termini nell’ ultima linea svaniscono come deve essere 
per l’ Àrt. 1 0. Il primo termine nella prima linea è la forza viva 
dell’ intera massa riunita nel centro di gravità. Il secondo 
termine è la forza viva dovuta alla rotazione intorno al centro 
di gravità. 

Questa espressione della forza viva si può mettere in una for- 
ma più conveniente. 

Primo. Sia il movimento in due dimensioni. Sia v' la velo- 
cità del centro di gravità, e siano r\ 0' le sue coordinate polari 
riferite ad un’origine qualunque nel piano del movimento. Sia 

II. 36 
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r t la distanza di un elemento di massa m dal centro di gravita, 
e sia v , la sua velocità relativamente al centro di gravità. Sia co 
la velocità angolare dell’ intero corpo intorno al centro di gra- 
vità, ed Mk 1 il suo momento d’inerzia rispetto allo stesso punto. 

La forza viva dell’ intera massa riunita in G è Ufi/ 2 , la quale 
pel Calcolo Differenzialo si può porre in ciascuna delle forme 

La forza viva rispetto a Gè 'Smv, 2 . Ma poiché il corpo gira * 
intorno a G, abbiamo v,=r|(o. Quindi 

SmV = co 2 • 2 mr*'= co 2 . Mk*. 

• t • * $ « 

Quindi l’ intera forza viva del corpo ò 

Imv 2 = W 2 + Mk* co 2 . 

Se il corpo gira intorno ad un asse istantaneo, di cui la di- 
stanza dal centro di gravità è r, abbiamo i/=rw. Quindi ' 

. Imv* = Jlfco 2 (r 2 V h*) = Mk'hS-, 



dove Mk ' 1 è il momento d’ inerzia rispetto all’ asse istantanei. • 

, In secondo luogo. Sia il corpo in movimento nello spazio di 
tre- dimensioni. ' • 

Sia v* la velocità di G\ e siano r\ 0', 9' le sue coordinate po- 
lari riferite ad un’origine qualunque. Siano co x , w ;/ , co. le velo- 
cità angolari del corpo intorno a tre assi qualunque ad angoli 
retti che s’incontrano in G , e siano A, lì, C i momenti d’inerzia 
del corpo rispetto agli assi. Siano x ì 1 y ì1 z x le coordinate di un 
elemento m riferito a questi assi. • 

La forza viva dell’intera massa riunita in G ò Mv' 1 , la quale 
(pel Calcolo Differenziale) si può mettere in ciascuna delle se 
guenti forme : 



La forza viva dovuta al movimento intorno a Gè 




l 
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Ma 


Sostituendo questi valori, otteniamo, poiché 

A = Zw {y x - + s, 2 ) , B - Zm (2, 2 + z, 2 ) , C-lm (x x 2 + y 4 2 ) , 

Zmiq 2 = -4co x 2 + -SWy 2 + Cto, 2 

- 2 u^Wj, - 2 (Swy,*,) m„m 2 - 2 (Smer,*,) w 2 w x . 

Se gli assi delle coordinate sono gli assi principali in G , que^ 
sto si riduce a 

Swnq 2 = Ato x 2 4- i?(o y 2 + Cìo, 2 . 

» » * 

Se il corpo gira intorno ad un punto 0, la di cui posizione è 
fissa per il momento, si può dimostrare nello stesso modo che la 
forza viva è 

Imv 2 = A\o x 2 + B'uJ + C' co 2 2 , 

* « 

dove A', B ', C’ sono i momenti principali d’inerzia al punto 0 , 

ed to x , co y , co, sono le velocità angolari del corpo intorno agli assi. 

i 

142. Es. Un filo metallico circolare può girare liberamente in- 
torno ad un diametro verticale come asse fisso , ed una pallina 
può scorrere liberamente lungo di esso sotto l y azione della gravi- 
tà. L’intero sistema essendo messo in rotazione intorno all' asse 
verticale, trovare il movimento susseguente. 

Siano ili" ed m le masse dell’anello e della pallina, co la loro 

comune velocità angolare intorno alla verticale. Sia a il raggio 

dell’anello, Mk 2 il suo momento d’inerzia rispetto al diametro. 

Il centro dell’anello sia l’origine, e l’asse delle y sia misurato 

verticalmente in giù. Sia 0 1* angolo che il raggio condotto dal 

centro dell’anello alla pallina fa con l’asse delle y. 

* 

E evidente, poiché la gravità agisce verticalmente e tutte le 
reazioni all’ asse fisso debbono passare per 1* asse, che il momento 
di tutte le forze rispetto al diametro verticale é zero. Quindi, 
prendendo i momenti rispetto alla verticale, abbiamo 

Mk 2 io + ma 2 sen 2 Oto = li. 


dx x 

dt 

àjh_ 

dt 

dz x 

dt 


w t/i “ Uz'Ji 
co^i - co^ t 

u x Vi - ‘V* 
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• • * 

E pel principio della forza viva, 

( /770\ 2 ) 

Mk 2 ^- 4 - m | a- y— J + a, 2 sen 2 Oto 2 j- ='C 4 - 2 mg a cos 0. 

Questo due equazioni basteranno per la determinazione di ~ - 
ed w. Risolvendole, abbiamo ‘ ' 

h 2 


Mk- + ma 2 sen 2 0 


-F ma 


- ©■- 


C + 2mga cosO. 


f i » 

Questa equazione non si può integrare, e quindi 0 non si può 
trovare in termini di t. Per determinare le costanti h e C dob- 
biamo ricorrere alle condizioni iniziali del movimento. Suppo- 
\ 

nendo che inizialmente 0 = e — = 0 ed (ó=a, allora li—Mk-OL 

dt 

e C—2mga-\-Mkro?. 

* * 

143. L’equazione della Forza Viva si può applicare. al caso del 
moto relativo nel modo seguente. Supponiamo che il sistema ad 
un istante qualunque diventi fisso al sistema di assi mobili rela- 
tivamente al quale si cerca il movimento, e si calcoli quali sareb- 
bero allora le forze effettive sul sistema. Se applichiamo queste 
come forze impresse addizionali al sistema, ma in direzione op- 
posta, possiamo adoperare V equazione della Forza Viva per de- 
terminare il molo relativo come se gli assi fossero fissi nello 
spazio . 

Siano ( x, y, z) le coordinate di un elemento m riferito ad assi 
qualunque Ox , Oy, Oz fissi nello spazio. Siano 0'£, 0'*/], O’i gli 
assi mobili relativamente ai quali si cerca il movimento. Siano 
AjP, A y, A z le variazioni prodotte in (ir, y, z) da un movimento 
degli assi 0 'E, 0 'yj, 0 '(, supponendo che l’elemento sia rigida- 
mente connesso con essi. Siano dx, dg , dz le variazioni prodotto 
da un movimento relativo agli assi 0 ' 5 , 0 V], 0 '£ supponendoli 
fissi per il momento. Se quindi d-x, d-y, d-Z sono gli attuali 
cambiamenti prodotti in (x, y, z) durante il tempo dt, abbiamo 

d-x — dx - f \x, 

• * v 

con simili equazioni per y e z. 

L’ equazione generale del movimento è 


2 m ~ ox f . . =. hn ( Xòx -j- ...). 


i 
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Facciamo che gli spostamenti arbitrarli ox ) òìj ) oz siano gli 
spostamenti relativi dx , dij , dz. Abbiamo 

• \(d 2 x n dlx 

■ “*iw + 2 ¥ + tf) tó+ ’'r s “ (a+ '" ) ' 

Il movimento lineare di 0' ad un istante qualunque sia dato 
dalle velocità (tt, v, ic) parallelo agli assi fissi, ed il movimento 
angolare di 0'%> O'yj, 0\ dalle velocità angolari 0,, 0 2 ,0 3 rispetto 
ad assi condotti per 0' paralleli ad Ox , Oy , Oz. Allora 

Ix 


di 


= «-y 9, + A; 


onde 


dlx dii . dz A 


poiché il simbolo d indica un movimento relativo agli assi mo- 
bili, supponendoli fissi pel momento. Simili equazioni si appli- 

dly dlz . 
cano per — 4 - c . Quindi 

tll m Ili* ♦ 

dlx x dly dlz 

W** + = o- 

t 

Sostituendo, l’equazione della Forza Viva diviene 


\fd-x l-x\dx 

(W + ~dfi) Jt 


2*111 "i l H — 777 ) "77 4" . • . t — 1*111 — -j- . , . 




Se Emi? 2 è la forza viva calcolata pel moto relativo come se gli 
assi fossero fissi, abbiamo 




-x\ dx 


che è l’espressione analitica del teorema. 

Nell’ art. 79 è stata data una regola per determinare il moto 
di un elemento costretto a rimanere su di una curva che gira 
intorno ad un dato asso fisso. Con questo teorema possiamo ora 
estendere la regola al caso in cui la curva si muove in un dato 
modo qualunque. 

ESEMPII. 


1. Una sbarra uniforme si muove sopra una tavola orizzontale 
intorno ad una estremità, spingendo innanzi a se un elemento di 
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massa eguale alla sua, il quale parto dalla quiete infinitamente 
vicino all’estremità fissa: mostrare che quando l’elemento ha 
descritto una distanza r lungo la sbarra, la sua direzione del 
moto fa con la sbarra un angolo 

' t - * 

Vr 2 + /c 2 

» 

2. Un sottile tubo uniforme levigato si bilancia orizzontal- 
mente intorno al suo punto medio, che è fisso; una verga uni- 
forme di sezione eguale alla base del tubo è situata estremo con- 
tro estremo in una linea col tubo, ed ò poi spinta in esso con tale 
velocità orizzontale che il suo punto medio potrà solo giungere 
precisamente sino a quello del tubo; supponendo nota la velocità 
di proiezione, trovare la velocità angolare del tubo e della verga 
nel momento della coincidenza dei loro punti medii. 

Risultato. Se m ò la massa della verga, m' quella del tubo, e 
2 «, 2 a' le loro lunghezze rispettive, v la velocità di proiezione 
della verga, co la velocità angolare richiesta, allora 

' . 

„ omv 2 

CO 2 r . • 

ma 2 -f m a 1 


3. Un sottile tubo circolare, portando con se un elemento pe- 
sante, è messo in rotazione intorno ad un diametro verticale. 
Mostrare che la differenza dei quadrati delle velocità assolute 
dell’ elemento in due dati punti qualunque del tubo equidistanti 
dall’asse è la stessa per tutte le velocità iniziali dell’elemento e 
del tubo. 


4. Una vite di Archimede è capace di girare liberamente in- 
torno al suo asse, che ò fisso in una posizione verticale : un ele- 
mento pesante è messo in cima del tubo e scende per esso ; de- 
terminare l’intera velocità angolare comunicata alla vite. 

Risultato . Sia n il rapporto della massa della vite a quella 
dell’ elemento, a l’angolo che la tangente alla vite fa con l’oriz- 
zonte, li l’altezza discesa dall’ elemento. Allora la velocità an- 
golare generata è 



» 


5. Un cono di massa m e di angolo verticale 2 a si può muo- 
vere liberamente intorno al suo asse, ed ha una sottile scannel- 
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] attira levigata tagliata sulla sua superficie tale dà fare un an- 
golo costante (ì con le linee generatrici del cono. Un elemento 
pesante di massa P si muove lungo la scannellatura sotto l’azione 
della gravità, il sistema essendo inizialmente in quiete con l’e- 
lèmento ad una distanza c dal vertice. Mostrare che se 6 è l’an- 
golo pel quale il cono lia girato quando l’elemento è ad una di- 
stanza r dal vertice, allora 

9 * 


' m ft 2 4- Pr 2 sen 2 a 
mk 2 + Pò 1 sen' 2 a 


£20sen<x.cot? 


» 


k essendo il raggio di girazione del cono rispetto al suo asse. 


6. Due travi eguali connesse da un ganghero nei loro centri 
di gravità in modo da formare una X sono situate simmetrica- 
mente sopra due caviglie levigate nella stessa linea orizzontale, 
la distanza tra le quali è b. Mostrare che, se le travi sono per- 
pendicolari tra loro nel principio del moto, la velocità del loro 
centro di gravità quando giunge nella linea che unisce le cavi- 


glie è eguale a 



dove k è il raggio di girazione di cia- 


scuna trave, rispetto ad una linea perpendicolare ad essa nel suo 
centro di gravità. 


7. Se un filo elastico, di cui la naturale lunghezza ò quella di 
una verga uniforme, ò legato alla verga nei due estremi e so- 
speso dal punto medio, dimostrare per mezzo della forza viva elio 
la verga scenderà finche i fili siano inclinati all’ orizzonte sotto 
un angolo 0, che soddisfa all’equazione 


J 0 

cot 3 - — cot- — 2w = 0, 

U Li 


dove la tensione del filo, quando è disteso sino al doppio della 
sua lunghezza, è n volte il peso. 

So il filo ò sospeso da un punto, non nel mezzo, trovare l’e- 
quazione della forza viva. 

8. Un anello metallico circolare, che porta una pallina, giaco 
sopra una tavola orizzontale levigata; un filo elastico di cui la lun- 
ghezza naturale è minore del diametro dell’ anello, ha un estre- 
mo legato alla pallina e l'altro ad un punto nell’anello; la palli- 
na è situata inizialmente in modo clic il filo coincido molto pros- 
simamente con un diametro dell’anello; trovare la forza viva del 
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sistema quando il filo si è contratto sino alla sua originale lun- 
ghezza. 


i 

9. Un tubo rettilineo di data lunghezza è capace di girare li- 
beramente intorno ad una estremità in un piano orizzontale, due 
elementi eguali sono situati in differenti punti dentro di esso in 
quiete, si dà una velocità angolare al sistema, determinare la 
velocità di ciascun elemento nel lasciare il tubo. 


10. Due elementi di masse w, m r sono congiunte da un filo 
inelastico di lunghezza a. Il primo è messo in una scannellatura 
rettilinea levigata ed il secondo è proiettato in una direzione 
perpendicolare alla scannellatura con una velocità V.' Dimostrare 

2 cidi' 

clic l’ elemento m oscillerà per uno spazio ,, e se m è gran- 

► 771 

* • 

de in paragone di m' il tempo dell’ oscillazione è prossimamente 



11. Le estremità dell’asse di un solido uniforme di rotazione 
simmetrico rispetto al suo equatore, scorrono liberamente su due 
verghe levigate che s’ intersegano ad angoli retti, una delle quali 
è fissa e verticale e l’altra gira liberamente intorno ad essa, il 
loro punto d’intersezione essendo fisso. Una velocità angolare X 
intorno alla verga verticale è impressa al sistema mentre il so- 
lido gira con una velocità angolare n intorno al suo asse, che ò 
inizialmente inclinato sotto un angolo a alla verticale. Dimo- 
strare che 


(il Ia*--\-A) sen 2 0^ + Cn cos 0 = (Ma 2 -f A) X sen 2 a 4- Cn cos a, 

(IL 

cosO senoj -f senO = — Mga senO, 


M essendo la massa del solido, 2 a la lunghezza del suo asse; 
C, A i suoi momenti d’inerzia rispetto al suo asse di figura e ri- 
spetto ad un diametro equatoriale rispettivamente, 0 l’inclina- 
zione dell’asse alla verticale, c 9 l’angolo pel quale la verga 0 - 
rizzontale ha girato dopo un tempo t. 

12. Le estremità di una trave pesante uniforme di lunghezza 
2 a scorrono su di un filo metallico levigato in forma della curva 
di cui l’equazione è r=«(l— cosO) il primo raggio essendo verti- 
cale ed il vertice della curva in giù. Dimostrare che se la trave 
è messa in una posizione verticale c spostata con una velocità 
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sufficiente appunto per portarla in una posizione orizzontale 



dove 0 è l’angolo pel quale la verga ha girato dopo un tempo t. 

13. Un corpo rigido di cui il raggio di girazione rispetto al 
centro di gravità G è &, è legato ad un punto fisso C per mezzo 
di un filo attaccato ad un punto A della sua superficie. CA(=b) 
ed AG(=a ) sono inizialmente in una linea, ed a G si dà una 
velocità V ad angoli retti su quella linea. Si suppone che non vi 
siano forze impresse, ed il filo è legato in modo da rimanere 
sempre in una linea retta. Se 0 è l’ angolo tra A G ed A C al tem- 
po t ì mostrare che 

/doy _ v - " iah se “ 2 2 

w / b 2 k* -f a 2 sen 2 0 ’ 


e se l’amplitudine di 0, cioè 2 sen 


-i 


riodo è 


2t zbk 
V\!a(a-\-b ) 


2 *Jcib 


è molto piccola, il pe- 


14. Un sottile filo syenza peso che ha un elemento in una estre- 
mità è parzialmente avvolto intorno ad un anello situato su di un 
piano orizzontale levigato, ed è capace di movimento intorno ad 
un asse fìsso verticale condotto pel suo centro. Se l’anello è ini- 
zialmente in quiete e l’elemento è proiettato in una direzione 
perpendicolare alla lunghezza del filo, e se s è la porzione del 
filo svolto ad un tempo qualunque t ) allora 


vn’- + 2Vat, 

m -j- \j. 

dove b è il valore iniziale di s } m e *jl sono le masse dell’anello 
e dell’elemento, a il raggio dell’anello e V la velocità di pro- 
iezione. 

15. Un quadrato formato di quattro verghe uniformi simili 
congiunte liberamente nelle loro estremità giace su di una ta- 
vola orizzontale levigata, uno dei suoi vertici essendo fìsso: se ai 
due lati che contengono quest’angolo si comunicano nel piano 
della tavola le velocità angolari w, to', mostrare che il massimo 
II. 37 


290 FORZA VIVA. 

valore dell’ angolo ( 2 a) tra essi è dato dall’equazione 

0 5 (co - io') 2 

cos 2a = - 5 “ « ■ — ,r . 

b co 2 -f io 2 

4 

16. Due elementi di masse m, m' che giacciono sopra una ta- 
vola orizzontale levigata sono connessi da un filo inelastico di- 
steso sino alla sua intera lunghezza e che passa per un piccolo 
anello sulla tavola. Oli elementi sono alle distanze a, a' dall’ a- 
nello e sono proiettati con .velocità v, v' ad angoli retti al filo. 
Dimostrare che se mv 2 a-=m , v' ì a' ì 1 le loro seconde distanze apsi-' 
dali dall’anello saranno a' ì a rispettivamente. 

17. Se una sottile verga uniforme PQ si muove in conseguenza 
di un impulso primitivo tra due curve levigate nello stesso pia- 
no, dimostrare che il quadrato della velocità angolare varia in- 
versamente come la differenza tra la somma dei quadrati delle 


normali OP, OQ alle curve nelle estremità delle verghe, e 


_5 

12 


del quadrato dell’ intera lunghezza della verga. 

1*8. Una pallina può scorrere liberamente lungo una spirale 
equiangola di eguale massa che può girare liberamente intorno 
al .suo polo come un punto fisso. Un centro di forza ripulsiva F 
è situato nel polo ed agisce sull’elemento. Se il sistema parte 
dalla quiete quando l’elemento è ad una distanza a, mostrare 
che la velocità angolare della spirale quando l’elemento è ad una 


•i / f Fdr 

è V'-tF- 


distanza le dal polo è %/ J (l , - -- dove mie- è il momento d’i- 
nerzia della spirale rispetto al suo polo. 

19. Le estremità di una trave uniforme di lunghezza 2a , scor- 
rono sopra due sottili verghe senza inerzia, il piano delle verghe 
essendo verticale, il loro punto d’intersezione fisso e le verghe 

inclinate all’ orizzonte sotto gli angoli 7 e — ~ . Il sistema ò mes- 

4 4 

so in rotazione intorno alla linea verticale condotta pel punto 
d’ intersezione delle verghe con una velocità angolare co; dimo- 
strare che se 0 è f inclinazione della trave alla verticale al tem- 
po t ed a il valore iniziale di 0 

(3 cos 2 a + sen 2 a ) 2 _ « « 

+ v „ —7 — — 77— co- — (o cos 2 a 4 - sen 2 a) co 2 


WY 

Jt) 


3 cos*0 -t- sen 2 0 


-f -- (sena — senO). 
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CAPITOLO VILI. 

* 

% 

Piccole Oscillazioni. 


144. Quando un sistema di corpi è suscettibile di un solo mo- 
vimento indipendente, e fa piccole oscillazioni intorno ad una 
posizione media, si cerca in generale di ridurre le equazioni del 
moto alla forma 

d 2 x (Ir _ 

_ + ft _ +6 * =C) 


dove x è una piccola quantità che determina la posizione del si- 
stema al tempo t, ed «, 6, c sono costanti. Questa riduzione si 
effettua trascurando i quadrati della piccola quantità x. L’inte- 
grale di questa equazione si sa essere 



dove A e B sono due costanti indeterminate che dipendono dallo 
condizioni iniziali del moto. L’ interpetrazione fisica di questa 
equazione non è difficile. Essa rappresenta un movimento oscil- 
latorio, ed il periodo di una completa oscillazione ò 


2a 


/‘-T 


V 

La posizione centrale intorno alla quale il sistema oscilla ò de- 

terminata da x=-. L’estensione dell’oscillazione da ciascuna 

b 

c ~f 

parte di questa posizione centrale è determinata da x~T-\-Ae “ , 

u 


e dipende dalle condizioni iniziali. Se « è positiva l’ampiezza 

delle oscillazioni decresce continuamente e gli archi susseguenti 

a 2 

saranno in progressione geometrica. Se b — - è negativa, il se- 


no deve essere rimpiazzato dal suo valore esponenziale, e l’ in- 
tegrale diviene 
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dove A'y B ' sono due costanti indeterminate. Il movimento ora 

a 2 

non è più oscillatorio. Se b — — = 0 , l’integrale prende una for- 
ma diversa ed abbiamo 


al 

x = C j > + (A"l+B")c \ 


dove A ", B” sono due costanti indeterminate. 
In tutti questi casi, eccetto quello in cui a 


« 


e b — r sono tutte 
4 


e due positive, la grandezza di x crescerà continuamente. I ter- 
mini dipendenti da x 1 che sono stati trascurati nel formare l’e- 
quazione diverranno allora grandi. E possibile che essi alterino 
l’intero carattere del movimento. In tali casi l’equilibrio del 
corpo si dice instabile, e queste equazioni possono rappresentare 
solamente la natura del movimento coi quale il sistema inco- 
mincici a muoversi dal suo stato di quiete. 


Primo Metodo . 


145. Quando il sistema che si considera consiste di un solo 
corpo, vi è un metodo semplice per formare l’equazione del moto 
il quale è alle volte di grande uso. 

Si è mostrato nell’Art. 76, che se trascuriamo i quadrati delle 
piccole quantità possiamo prendere i momenti rispetto al centro 
istantaneo come un centro fisso. Ordinariamente le reazioni i- 
gnote saranno tali che le loro linee di azione passeranno per que- 
sto punto, i loro momenti saranno quindi zero e così avremo 
un’ equazione che contiene solamente quantità note. 

Poiché si suppone che il corpo per il momento giri intorno al 
centro istantaneo come un punto fisso, la direzione del movi- 
mento di un punto qualunque del corpo è perpendicolare alla 
linea retta che lo congiungc al centro. Viceversa quando le di- 
rezioni del movimento di due punti del corpo sono conosciute, 
si può trovare la posizione del centro istantaneo. Infatti se ti- 
riamo in questi punti le perpendicolari alle loro direzioni del 
moto, queste perpendicolari si debbono incontrare nel centro 
istantaneo di rotazione. 


146. Es. Bue punii A, B di un corpo sono costretti a descri- 
vere curve date , cd il corpo è in equilibrio sotto V azione della 
gravità. Essendo dato un piccolo spostamento, trovare il tempo . 
di una oscillazione. 
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Siano C, D i centri di curvatura delle curve date nei due punti 
A ì B-AC , BD s’ incontrino in O..Sia G il centro di gravità del 
corpo, GE perpendicolare ad AB. Allora nella posizione di equi- 
librio OG è verticale. Siano i,j gli angoli che CA, BD fanno . 
con la verticale, e sia a l’angolo AOB. 

Dinotino A', B\ ... le posizioni di A,B ... quando il corpo ha 
girato per un angolo 0. Sia ACA’=y y BDB'-tf'. Poiché il corpo 
può passare dalla posizione AB nella posizione A'B ' girando in- - 
torno ad 0 per un angolo 0, abbiamo 

. CA^ BD^ 

OA ~OB~ 

« . • 

Inoltre GG' è ultimamente perpendicolare ad OG ì ed abbiamo 
GG'=OG-0. 



Siano x ,y le proiezioni di 00’ sull’ orizzontale e sulla verti- 
cale che passano per 0. Allora per le proiezioni 

x cos j + y sen j = distanza di O r da OD 
= OD- 9 ', 

recosi — y seni = distanza di 0' da OC 

= OC- o; 

OD sen i - c' + OC- sen j • o 


onde 


x = 


sena 
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Ora prendendo i momenti rispetto ad 0' come centro d’istan- 
tanea rotazione, abbiamo 


(k'- + 0G*)~ = -c/(GG' + x) 

, f OJ) -OB seni OC-OA sen j 

= OG 4 — + — 771 - 

\ BI) sena CA sena 


). 


dove k è il raggio di girazione rispetto al centro di gravità. 

Quindi se L è la lunghezza del pendolo semplice equivalente, 
abbiamo 

k 1 -f OG* - n 01) -OB seni OC-OA sen j 

— — o(r + — tì ' ti — * h 


BD 


sena 


AC 


sen a 


Cou. Se le curve date, sulle quali i punti A, B sono costretti 
a muoversi, sono linee rette, i centri di curvatura Cai) sono 

all infinito. In questo caso, possiamo porre =— 1, -r-? 1 , 

hi) A C 

e l’espressione diviene 

£+?<?■= OG - OB • — t - OA . . 

L . sena sena 


Se OA ed OB sono ad angoli retti,- questa prende la forum 
semplice 

7/2 _i_ nr. 2 

— = OG - 2 OF , 

Aj 

m 

dove F è la proiezione su di OG del punto medio di AB . 

147. Quando il corpo è suscettibile di un solo movimento in- 
dipendente, il problema di trovare il tempo di 
una piccola oscillazione è realmente lo stesso di 
quello di trovare il raggio di curvatura della 
traiettoria del centro di gravità. 

Sia A la posizione del centro di gravità del 
corpo quando esso è nella sua posizione di equi- 
librio, G la posizione del centro di gravità al 
tempo t. Allora poiché nell’ equilibrio l’altezza 
del centro di gravità è un massimo o un minimo, 
la tangente in A alla curva AG è orizzontale. La 
Gr normale GC alla curva in G incontri in C la 
normale alla curva in A. Allora quando V oscil- 
lazione diviene infinitamente piccola C è il centro di curvatura 
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della curva in A. Sia AG=s, l’angolo ACG=ty, e sia li il rag- 
gio di curvatura della curva in A. 

Sia 0 l’angolo percorso dal corpo nel passare dalla posizione 
di equilibrio nella posizione in cui il centro di gravità è in G\ 
clO 

allora — è la velocità angolare del corpo. Poiché G si muove se- 

li L 

condo la tangente in G t il centro d’istantanea rotazione giaco 

nella normale GC , in un punto Otale, che 06r~=vel. di 6r=--, 

dt dt 

ds 

onde GO = ~. 

dO 

Sia Mie 1 il momento d’ inerzia del corpo rispetto al suo centro 
di gravità, allora prendendo i momenti rispetto ad 0, abbiamo 

(& 2 4- OG 2 ) ^ = - cj • OG sen ty. 

Ora ultimamente quando l’angolo 0 è infinitamente piccolo 

dty OG . ,. ,, . -j i . 

jj = ~ = —j r \ quindi 1 equazione del moto diviene 

Quindi se L è la lunghezza del pendolo semplice equivalente 
abbiamo 


Secondo Metodo. 


148. Siano formate le equazioni generali del movimento di 
tutti i corpi. Se si conosce la posizione intorno alla quale il si- 
stema oscilla, alcune delle quantità che si considerano saranno 
piccole. I quadrati e le potenze superiori di queste si possono 
trascurare, e tutte le equazioni diverranno lineari. Se allora le 
reazioni ignote si eliminano le equazioni risultanti si possono 
risolvere facilmente. 

Se la posizione intorno alla quale il sistema oscilla è ignota, 
non è necessario di risolvere prima il problema statico. Possia- 
mo con un procedimento determinare le posizioni di quiete, ri- 
conoscere se esse sono statiche o no, e trovare il tempo dell’oscil- 
lazione. Il modo di procedere sarà meglio compreso con un 
esempio. 
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149. Es. 1. Gli estremi di una verga pesante uniforme AB di 
lunghezza 21 sono costretti a muoversi, l'uno secondo una linea 
orizzontale Ox, e V altro secondo una linea verticale Oy. Se l’in- 
tero sistema gira intorno ad Oy con una velocità angolare uni- 
forme (o, si cerca di trovare le posizioni di equilibrio cd il tempo 
di una piccola oscillazione . 

Siano x , y le coordinate di G il punto medio della verga, 0 
l’ angolo OAB che la verga fa con Ox. Siano lì, li’ le reazioni 
in A e B risolute nel piano xOy. 



Le accelerazioni di un elemento qualunque dr della verga di 

ct^ y* ^ ■» 

coordinate (£, >]) sono — — io 2 £ parallela ad Ox,-? — (£ 2 to) per- 

Cll (Il 

, , c? 2 yj 

pendicolare al piano xOy e — parallela ad Oy. 

( il" 

Come non sarà necessario di prendere i momenti rispetto ad 
Ox, Oy, o di risolvere perpendicolarmente al piano xOy, la se- 
conda accelerazione non sarà richiesta. Le risultanti delle forze 

effettive ^ dr e Ì~ dr, prese per tutto il corpo, sono 21 e 
• c p y di* dt* fZ > 0 di 2 

27 che agiscono in G, ed una coppia 27& 2 -^ r che tende a gi- 
rare il corpo intorno a G. La risultante delle forze effettive (o 2 $(7r 
prese per tutto il corpo è una sola forza che agisce in G 

r+l 

= I co 2 (x + r cos 0) dr = io 2 # • 27, 


ed una coppia rispetto a G 

+/ 7* 

co 2 (x + r cos 0) r sen 0 dr = co 2 • 27 • -- sen 0 cos 0 , 

—l o 

la distanza r essendo misurata da G verso A. 
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Allora abbiamo, risolvendo secondo Ox , Oy ì e prendendo i 
momenti rispetto a G, le equazioni dinamiche 


,72r 

2l~ = -# + tfx-2l 
dt 2 

2 l. ( £l = -n + g.2l 

d* 0 Z 2 

2Z • A 2 • = Jlx — B'y — io 2 • 2Z • — sen 0 cos 0 

(it“ o 

Abbiamo ancora le equazioni geometriche 

x — Z cosO ì 
y — l senO j 

Eliminando JZ, 77' dalle equazioni (1), otteniamo 

dhj d l x d 2 G , Z 2 

x W~ v di? + ** dF = 9X ~ tì x,J ~ 10 y sen 0 cos fJ • ■ ( 3 >- 


••(!)• 


( 2 ). 


Trovare la posizione di quiete. 

Osserviamo che se la verga fosse situata in quella posizione vi 

... . . . d-x d}y _ r7 2 0 

rimarrebbe sempre, e che perciò -r— — 0 , ~ = 0 , -^= 0 . Que- 

(l 


dt 2 


de- 


sto dà 


Z 2 


gx — t ti-xy — co 2 — senO cosO ■= 0 

O 


(4). 


Unendo questa con le equazioni (2) , otteniamo 0 = - , o 

O n 

senO = ■— , e cosi si trovano le posizioni di equilibrio. Una 

qualunque di queste posizioni sia rappresentata da 0 =a, x ~a } 
y = h. 

Trovare il movimento di oscillazione. 

Sia x—a^x\ y=l)+y' , 0=a+0'’, dove x\ y\ 0' sono tutte piccole 
quantità, allora dobbiamo sostituire questi valori nell’equazio- 

ne (3). Nel primo membro poiché - 7 — , — - , — , sono piccole 

1 dt 1 dt 2 dt 1 1 

quantità, dobbiamo scrivere semplicemente a ) h , a, per x, y , 0 . 
Nel secondo membro la sostituzione deve essere fatta col Teore- 
ma di Taylor, così 

+ » + *r-.« + »' ) = g*' + |y + |»'. 


II. 
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Sappiamo che il primo termine f{a y h, a) sarà eguale a zero, 
a motivo dell’ equazione (4) da cui furono trovate </, ò,a. Abbia- 
mo perciò 


clhi' d 2 x' d-(y I- 

a - b — 7 -h 1?— = (g - io*b) x - io-atj 1 - w* — eos2a • 0'. 


Ma ponendo O-a-l-O' nelle equazioni (2), otteniamo pel Teore- 
ma di Taylor x'=-l sena-0', y'—l cosa - 0'. 

Quindi l’equazione per determinare il moto è 


(P 




sena -f - co- 1 2 cos 2 a 


;) 0 ' = 0 . 


Ora, se gl sen a +‘- Q co 2 l 2 cos 2a = n è positiva quando si so- 

O 

stituisce ciascuno dei due valori di a, quella posizione di equi- 
librio è stabile , ed il tempo di una piccola oscillazione è 




Se n è negativa l’ equilibrio è instabile , e non vi può essere 
oscillazione. 


3 „ 

Se co 2 > ■— vi sono due posizioni di equilibrio della verga. Si 


troverà con la sostituzione che la posizione in cui la verga è in- 
clinata alla verticale è stabile, e l’altra posizione instabile. Se 

* O 

co 2 < la sola posizione in cui la verga può stare in equilibrio 


è verticale, e questa posizione è stabile. 

Se n— 0, il corpo è in una posizione di equilibrio neutro. Per 
determinare le piccole oscillazioni dobbiamo ritenere i termini 
di un ordine superiore al primo. Per una conosciuta trasforma- 
zione abbiamo 


x 




£ 

dt 



d'ì 0 

Quindi il primo membro dell’equazione (3) diviene (? 2 -j-^' 2 )~ . 

dt - 

Il secondo membro pel Teorema di Taylor diviene 


SECONDO METODO. 


299 


*il Za 

Quando n- 0, abbiamo a = - ed io 2 = — . Facendo le necessa- 

2 4 1 

rie sostituzioni l’equazione del moto diviene 

(P+ ^=-7 6 '*- 

Siccome la più bassa potenza di 0' nel secondo membro è di- 
spari ed il suo coefficiente negativo, l’ equilibrio è stabile per 
uno spostamento da ciascun lato della posizione di equilibrio. 
Sia a il valore iniziale di 0', allora il tempo T per giungere alla 
posizione di equilibrio ò 


T= / 4(Z 2 + fc 2 ) r dV 

* gl J o N / a 4 _ fyi ’ 


si ponga b'—ao , allora 


> gl i o ,/i _ a 


gl 1 o s l i _ 

Quindi il tempo per giungere alla posizione di equilibrio varia 
inversamente come l’arco. Quando lo spostamento iniziale è in* 
finitamente piccolo, il tempo diviene infinito. 

150.. Questo problema si potrebbe risolvere facilmente col pri- 
mo metodo. Infatti se le due perpendicolari ad Ox , Oy in A v B 
s’ incontrano in N, N è 1’ asse istantaneo. Prendendo i momenti 
rispetto ad N, abbiamo l’equazione 

( m r+i 

( l 2 + &*) — gl cosO — J ^ io 2 (Z -f r) 2 sen 0 cos 0 


dr 

21 


4Z 2 

— gl cosO — — «senO cosO 
J 3 


=/■(«)• 

Allora le posizioni di equilibrio si possono trovare dall'equazione 

A®) = 0 , 

ed il tempo dell’ oscillazione dall’equazione 

dW df(a) 


( 1 * + * 2 ) 


dt' da 


■ 0 ’. 
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151. Es. 2. Un filo di lunghezza (n + 1)1, e di massa insensi- 
bile, disteso tra due punti fìssi con una forza T, è caricato ad 
intervalli 1 con n masse eguali m, non soggette all'influenza della 

T 

gravità , ed è leggermente spostato ; se r— = c 2 , dimostrare che 

lm 

i tempi periodici delle vibrazioni transversali semplici clic in 

IT 

generale coesistono sono dati dalla forinola -eosee 

c 

ponendo successivamente i = 1, 2, 3 ... n. 




li 


Siano A, B i punti fissi; 7/ , , ?/ 2 , ... y n le coordinate al tempo t 
degli n elementi. 

Il moto degli elementi parallelo ad ./li? ò di secondo ordine, e 
quindi le tensioni di tutt’ i fili debbono essere eguali, e nei pic- 
coli termini possiamo porre questa tensione eguale a T. 

Si consideri il moto dell’elemento la di cui ordinata è y k . L’e- 
quazione del moto è 

■m ‘l-E* - - Vk T y k - ’Jk-X r . 

cll*~ l l ’ 

0nd ° W = c2 - 2ìJ k + 


Ora il moto di ciascun elemento è vibratorio, possiamo perciò 
sviluppare y k in una serie della forma 


y k = 'IL sen {pt -f a). 


Siccome vi può essere un termine dell’ argomento pt in ogni ?/, 
siano Zr,, Z 2 , ... i loro coefficienti rispettivi. Allora sostituendo, 
abbiamo 



A-i 



Per risolvere questa, si ponga L k —a k L } abbiamo 


a — 2 -j — — — 
a 
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Si chiamino queste radici a x ed a ì} allora abbiamo 

L k = Aa k + Ba k ; 

onde y k = 2 Aa k + Ba k 1 sen {pi -f a) . 


Ora y — 0 quando k — Qf per tutt’i valori di t , quindi ogni ter- 
mine della serie deve svanire; onde 

A + J3 = 0. 

Inoltre y— 0 quando k—n- 1-1 per tutt’i valori di /•; quindi 

• 4- Bai** = 0. 

Queste equazioni danno con la divisione «, w+l — ct 2 n+ì . Ma se 

p 

~ > 1 , il rapporto di a, ad « 2 è reale e diverso dall’ unità. 
‘“C . p 

Quindi dobbiamo avere — < 1. Sia allora = sen 0; onde 

a = cos20 + sen20 \/ — 1 . 

Quindi, per quello che si è dimostrato prima, 


(cos 20 -j- sen 20 \/— 1) ,H1 = (cos 20 — sen 
onde sen 2 (n + 1) 0 = 0 ; 

2 ( n + 1)0 = ìtì ; 
i 


0 = 


u 


p 

- = sen 

imèis 


n + 1 2 ’ 

i 


ed il periodo di ogni termine = — . 


tz 

nTT’ 2 ’ 

2t: 



& 
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Se m ed l sono infinitamente piccole ed n infinitamente gran- 
de, il filo caricato si può riguardare come un filo uniforme di 
lunghezza (n -f 1)1 - L e di massa nm — M disteso tra due punti 
fissi con una tensione T. In questo caso l’espressione ora trovata 
si riduce a 



Terzo Metodo . 


152. Quando il sistema di corpi in moto è suscettibile di un 
solo movimento indipendente, il tempo di una piccola oscillazio- 
ne si può dedurre frequentemente dall’equazione della Forza 
Viva. Questa equazione sarà di secondo ordine nelle piccole 
quantità, e nel formare l’equazione sarà necessario di prendere 
in considerazione le piccole quantità di quell’ ordine. Ciò porterà 
talvolta a considerazioni piuttosto incomode. Da un’altra parte 
l’equazione sarà libera da tutte le reazioni ignote, e possiamo 
cosi frequentemente evitare di molto l’eliminazione. 

Il modo di procedere si renderà chiaro con l’esempio seguente, 
e potrà paragonarsi col metodo dell’ Art. 147. 

Il movimento di un corpo nello spazio di due dimensioni c dato 
dalle coordinate x, y del suo centro di gravità , e dall’ angolo 0 
che una linea fissa qualunque nel corpo fa con una linea fissa 
nello spazio. Il corpo essendo in equilibrio sotto V azione della 
gravità si cerca di trovare il tempo di una piccola oscillazione . 

Poiché il corpo è suscettibile di un solo movimento indipen- 
dente, possiamo esprimere (ir, y) come funzioni di 0, cosi 

x = F(1), y — f(p). 


Sia Mk 2 il momento d’inerzia del corpo rispetto al suo centro 
di gravità, allora l’equazione delle Forza Viva diviene 



2<7 (i/o - y ) . 


dove y 0 è l’altezza del centro di gravità nella posizione di equi- 
librio. 

Sia a il valore di 0 quando il corpo ò nella posizione di equi- 
librio, e supponiamo che al tempo t , Q=a-hc?. Allora, pel teore- 
ma di Mac Laurin, 

c 2 

V = Ve Vq 9 + do * 2 " + ••• 1 
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dove y Q ' , y 0 " sono i valori di — , ~ t quando Q=a. Ma nella po- 
sizione di equilibrio y è un massimo o minimo; onde y 0 ' — 0. 
Quindi l’equazione della Forza Viva diviene 


(V 2 + (^|) =-9’JoV, 


dx 

dovo x 0 ' ò il valore di — quando 0=a; differenziando otteniamo 

(V* + & 2 ) || = - 'w,,"?- 

. ■ * 

Se L è la lunghezza del pendolo semplice equivalente, abbiamo 

(dx 

W 


L = 


r- + (^y 


d*y 


dove per 0 dobbiamo scrivere il suo valore a dopo che le diffe- 
renziazioni sono state effettuate. Non è difficile di vedere che il 
significato geometrico di questo risultato ,ò lo stesso di quello 
dato nell’ Art. 147. 

f * * 

Precisamente nello stesso modo possiamo dedurre una forinola 
per la lunghezza del pendolo equivalente nel caso di un corpo 
che si muove nello spazio di tre dimensioni. 


Oscillazioni di Secondo Ordine . 


153. Quando le oscillazioni di un sistema sono molto piccole 
sarà generalmente un’approssimazione sufficiente il trascurare i 
quadrati delle piccole quantità che determinano il cambiamento 
di posizione del sistema. Ma vi sono dei casi in cui è necessario 
di procedere ad una seconda approssimazione. Considereremo 
qui il metodo più comune di approssimazione. 

Per rendere la spiegazione più chiara supponiamo che il siste- 
ma sia suscettibile di un solo movimento indipendente, sicché la 
sua posizione si possa far dipendere da una sola piccola quantità 
x. Supponiamo che l’equazione del moto sia 


d-x dx , ( dx d^-x \ 

- + a Tt + b X = c + < f [x, Tt ,^-) ( 1 ), 


in cui tutte le quantità del primo ordine sono state riunite in- 
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sieme nel primo membro, e quelle del secondo e degli ordini su- 
periori formano collettivamente la funzione 9. 

Come una prima approssimazione trascuriamo la piccola fun- 
zione 9, ed integrando l’equazione abbiamo 

c _<lL/ I ^2 . I a? \ 

x = - 4- e *1 A sen \Jb — j t + B cos y &— -- tj... (2). 

Per ottenere una seconda approssimazione sostituiamo questo 
valore di x nei termini nel secondo membro dell’ equazione. 

Per facilitare l’integrazione della nuova equazione differenziale 
così formata, sarà necessario di sviluppare le potenze dei seni e 
coseni che possono incontrarsi* nel la sostituzione in una serie di 
seni e coseni di angoli multipli. Questo si può effettuare con le 
formole date nelle opere di Trigonometria. L’ equazione pren- 
derà allora la forma 


flir flx 

+ a— + bx = E.F* sen (qt + f) ( 3 ), 

ai* Ut 

dove F t p, (Z, f sono quantità date dallo sviluppo e p deve es- 
sere negativa se le oscillazioni debbono rimanere piccole. 

1 % 

Ciascun termine hel secondo membro dell’ equazione dà un 
termine corrispondente nello sviluppo di x . Per trovare il ter- 
mine corrispondente ad un determinato termine procediamo così. 

L’operazione — si dinoti con D ì allora 


x = WT7M7Z FcP,aw(qt + n 


= Fe v '- 


(l)+XiY- + a(l>+l>) + l> 

•» 

pel noto teorema del Calcolo Differenziale 

f(D)e^ l f(t) = e^f(D+p)f(t). 

Ponendo 

a’ = 2 p + a e V = jp* + ap 4 lf, 
questo si può scrivere 

1 


sen (qt + f) 


x = F-e’"- 


IT- + a'D + b 


— sen (qt + f) 


^ ir + V -a'D , , , ,, 

= F ' e (q +fh 


OSCILLAZIONI* DI SECONDO ORDINE. 

Ora per un altro teorema del Calcolo Differenziale 

(I) 2 ) sen qt = ^ (— q 2 ) sen qt , 


onde x = F • e pl • 


(- q 2 -}- 6') sen (qt 4 - f) - a'q cos (qt 4- /*) 


(- q 2 + &')* + «V 

che si può scrivere per brevità 

0 

x = e pl \ X sen (qt 4- f) 4- M cos (qt 4- f) ì . 
Così il completo valore di x è 
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4- £e p/ j X sen (qt 4- f) 4- M cos (qt -J- f) j (4). 

In questa espressione A e B sono due costanti arbitrarie; e,, 
determinandole con le condizioni iniziali, è chiaro che i loro va- 
lori usando i primi e i secondi valori approssimati di x possono 
essere differenti. Questa differenza sarà piccola, essendo dell’or- 
dine dei termini X, M. Ma siccome essa non può essere trascu- 
rata, sarà necessario o di applicare le correzioni ai valori di 
A e lì determinati dai primi valori approssimati di x , o di te- 
nere A e U indeterminate finché si trovi la forma del valore com- 
pleto di x. N 


154. Vi sono due casi nell’investigazione precedente che me- 
ritano particolare osservazione. 

Primo. Se un corpo è sollecitato da diverse forze, ciascuna che 
tende a produrre movimenti oscillatori! , gli effetti di queste forze 
non sono necessariamente proporzionali alle loro grandezze ri- 
spettive. Ciascuna forza isolata produrrà termini della forma 
rappresentata nel secondo membro dell’ equazione differenziale 
(3). La forza può essere tale che il coefficiente F sia piccolo, però 
se i denominatori delle espressioni di X, M sono piccoli, questa 
forza può produrre un effetto molto grande sul valore di x. Così 
nel formare la nostra equazione differenziale esatta sino al se- 
condo ordine, dobbiamo includerò in essa tutti i termini della 
terza potenza ed anche delle potenze superiori di x , i quali sono 
tali che i coefficienti di t nell’esponente (cioè p) e nell’arco 

(cioè q) siano rispettivamente eguali prossimamente a — * e 

/ — Ti 2 • " 

\/ò — — . Il procedimento di approssimazione è perciò alquanto 
IL 


39 
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per tentativi: Se in uno stadio qualunque della nostra approssi- 
mazione si introduce un termine molto più grande di quelli in 
paragone dei quali esso era stato già trascurato, dobbiamo rive- 
dere il nostro intero procedimento ed includere questi termini 
addizionali nella nostra approssimazione in uno stadio precedente. 

In secondo luogo . È possibile che un termine nell’ equazione 
differenziale (3) sia tale che risolvendola nel modo sopra indicato 
si trovi a'— 0, b r =q 2 . Il valore di a? è allora infinito. Questo in- 
dica che l’espressione di x cambia il suo carattere. Seguendo le 
regole date nelle opere sulle Equazioni Differenziali, troviamo 

x = e p, -t (Lsenqt -f- M cos qt) (5), 

così il valore di x contenendo un fattore proporzionale al tempo 
può divenire molto grande. Questo generalmente si troverà aver 
luogo quando il corpo è sollecitato da una piccola forza il cui pe- 
riodo è tale, che o spinge sempre il corpo nella direzione nella 
quale, secondo la prima approssimazione, esso allora si muove, 
o sempre nella direzione opposta. Il moto così prodotto si accu- 
mula continuamente, e la nostra prima approssimazione cessa 
subito dal dare una esatta rappresentazione del movimento. 

L’effetto di questa piccola forza può essere ultimamente di di- 
struggere tutte le piccole oscillazioni qualunque, ma questo non 
è necessariamente il caso. Essa può solamente così alterare il 
carattere del movimento che la nostra prima approssimazione non 
sia sufficientemente vicina alla verità in modo da servire come 
base per una serie di approssimazioni. Dobbiamo perciò correg- 
gere la nostra prima approssimazione includendovi l’ effetto di 
questa piccola forza. . 

Supponiamo che nel formare la nostra equazione differenzialo 
(3) si trovi un termine della forma 


ai 


e 2 (F sen£< + G cos^Q (*6), \ 


/ u 2 

dove £ = f l ues I° caso troviamo L ed M infinite. Al- 

m 

feriamo allora il nostro primo valore approssimato di x dato 
in (2) in - 

x - ~ -1- e rl j.Asens£ f 7> cos stj • (7). 

* , 

Allora ripetendo il nostro procedimento, incominciando con 
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questo valore di x ì possiamo trovare come nostra equazione dif- 
ferenziale 


d ì x (ix 

+ a + bx = c + e r/ (F sen st + G cos st) ... (S) , * 


dove F e G sono funzioni note di A e B. Qui i termini nel se- 
condo membro sono quelli che diverrebbero ( 6 ) se poniamo 

r = — 5 , s = Allora r ed s si debbono, se è possibile, scegliere 

in modo che il valore di x dato da (7) soddisfi a questa equazione 
differenziale. 

Sostituendo ed eguagliando i coefficienti di sen st e coss£, ot- 
teniamo 

A (r 2 -f ar f b — s 2 ) — B (2 r + a) s = F) 

A (2 r + a) s + B (r 2 4 - ar + b - s-) = G j 

In queste equazioni A e 5 si debbono lasciare arbitrarie, es- 
sendo dipendenti dalle condizioni iniziali, mentre r ed s sono a 
nostra disposizione. Ora F e G sono piccole quantità del secondo 

ordine almeno. Se esse fossero zero, avremmo per ipotesi r— — ^ 


a 


a 


0 = — 


cd s=g, dove ~r- Poniamo quindi r = — -+ p, s = r ^-\-a. 

In molti casi sarà sufficiente di trascurare i quadrati di 0 0 a: 
sostituendo otteniamo 

l FB-GA 
2g* A- -|- B- 

1 FA + GB 
2?* A* + B 2 

Introducendo questi valori di r ed s nell" equazione (7), otte- 
niamo la forma conveniente della nostra prima approssimazione. 

Si deve osservare che p non svanisce necessariamente quando 
«svanisce. Sicché anche se il secondo membro dell’equazione 
non presenti alcuna esponenziale, può essere necessario di intro- 
durne una nel valore di x. F , G sono funzioni note di A e B 

date dal procedimento della sostituzione. Se 77 = ^- non sarà 

Gr h 

necessario d’introdurre alcuna esponenziale nel valore di x. Così 

F B . . . 

ancora se — - = — non sarà necessario di alterare il coeffi- 


ciente di t. 
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Sostituendo il primo valore approssimato corretto di x dato 
in (7) nell’equazione differenziale, può accadere che 1* equazione 
non prenda la forma data in ( 8 ); sicché non sia possibile di sod- 
disfare l’equazione col valore di x assunto in (7). Questo indica 
che si deve prendere un’altra forma come prima approssimazio- 
ne. Quale questa debba essere dipende dal problema partico- 
lare che si considera. I critérii che sia stata scelta la vera forma 
per una prima approssimazione sono, che essa soddisfi l’equa- 
zione sino al primo ordine, e che in nessuno stadio susseguente 
del nostro procedimento di approssimazione apparisca alcun ter- 
mine il quale possa diventare tanto grande da fare che il nostro 
valore assunto per x non sia più una prima approssimazione. 


155. Es. Un pendolo oscilla in un mezzo molto rado , che resi- 
ste in parte come la velocità ed in parte come il quadrato della 
velocità; determinare il movimento . 

Sia 0 l’ angolo che la congiungente del punto 0 di sostegno col 
centro di gravità G del pendolo fa con la verticale. Allora l’e- 
quazione del moto è 


cF 0 

dt* 


g f. _ d 0 

+ 7 sen 0 = — 2 x — — ut, 
l dt ‘ 



dovè l è la lunghezza del pendolo semplice equivalente, 2x e jjl 
sono i coefficienti della resistenza divisi pel momento d’inerzia 


del pendolo rispetto all’asse di sospensione. Sia ~ = rì 

t 


Poiché 0 è piccolo possiamo scrivere l’ equazione nella forma 


il 

dt 


*0 „ 0 dO /cZOY J* 


Essendo x e 0 molto piccoli, potremmo a prima vista supporre 
che sia sufficiente di prendere come una prima approssimazione 

. s +,*=.. 


Questo dà 0 = asenwZ, l’origine del tempo essendo scelta in 
modo che te 0 svaniscano insieme. Se sostituiamo questo nei 
piccoli termini otteniamo 

d 2 0 

— + ri * 0 = - 2 m • a cos nt -f ctc. 


che dà 


0 = a senni - xa • t sen nt -f etc. 
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Questo termine addizionale contiene t come fattore, e mostra che 
la nostra prima approssimazione non era sufficientemente vicina 
alla verità per rappresentare il movimento salvo che per un pic- 
colo tempo. 

Per ottenere una prima approssimazione sufficientemente vi- 


cina dobbiamo includere in essa il piccolo termine 



abbia- 


mo perciò 


c ? 2 0 _ d 0 „ A 

_ +2x _ +wi 0 = °. 


Questo dà 


0 = Cf.e x/ -sen mt, 


dove per brevità si è messo tt 2 — x 2 =m 2 . 

Nella nostra seconda approssimazione dovremo rigettare tutt i 
termini dell’ordine a 3 o a *x a meno che essi non siano tali che 
dopo l’ integrazione salgano in importanza nel modo spiegato 
nell’ art. 154. Otteniamo così 


d 2 0 


U dO u.a-m- nV/ _ 

r + 2x — 4- n - 0 = — — - — e 2< (1 4 cos 2 mt) 
ut* eli 2 


.9 ...9 


ri 2 


3 3'^- 


j a 3 ■ — 

^6 4 


(3 sen mi — sen3w/) 


— jja 2 xe 2X1 - 4- * cos 2 mi -1- m sen 2m/^ , 


dove tutt’ i termini dopo quelli nella prima linea sono del terzo 
ordine, e debbono essere rigettati a meno che non salgano in im- 
portanza. 

Per risolvere ciò, consideriamo prima il caso generale 


Tfì 2 + 2x^4- n 2 0 — c" pxt (A sen rmt 4- B cos rmt). 
Si ponga 0 = c~ pxt (L sen rmt 4 Mcosrmt). 

i 

Sostituendo otteniamo 


L \(p — l) 2 x 2 4- m 2 (1 — r 2 ) j 4- 2 (p — 1) xrm J!/= A J 
il/ {(jp — l) 2 x 2 + m 2 (1 — r 2 )| — 2 (jp — 1) xrm iS ~ B j 

Ora x è molto piccolo. Se quindi r non è eguale all’ unità, ab- 
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biamo prossimamente 




: ar= 


B 


m 2 (1 — r-) ’ ~~ «&* (1 — r 2 ) 1 

ma se r—1, abbiamo prossimamente 

-B „ 




2 Q) — 1) xm * 


Jlf = 


2 (jp — 1) xm 


Il caso di ^=1 non s’ incontra nel nostro problema. 

Si vede che quei termini solamente nell’equazione differenziale 
che hanno r= 1 danno origine a termini nel valore di x che hanno 
la piccola quantità x nel denominatore. Quindi nell’equazione 
differenziale il solo termine di terzo ordine che si deve ritenere 
è il primo. 

Troviamo così, ponendo successivamente r=0,. r=2, r= 1, 

0 = ae~ xl sen mt e~ zxl H- c“ 2X *cos2mi c~ 3X/ cos mt . 

2 0 32xm 


Questa equazione determina il movimento solamente durante 
una oscillazione qualunque del pendolo; quando il pendolo torna 
indietro ;j. cambia di segno. Supponiamo che il pendolo si muova 
da sinistra a dritta, e troviamo le lunghezze degli archi di di- 
ri 0 

scesa e di salita. Per fare ciò dobbiamo porre — = 0. L’ equa- 

(l z 

zione sia scritta nella forma 0 = f(t), allora se trascuriamo tutt’ i 

piccoli termini, “ svanisce quando mt=± k ^. Si ponga allora 

mt = — 5 +x dove x è una piccola quantità, abbiamo 
2 . 


''““''(-sD + K-É;) 


X 

m 


= 0 


Ora f' (t) = ac xl (m cos mt — x sen mi) 


- VlL e 2x/ 2 x -p cos 2w$ 4- — sen 2w£ 

oi~a^ 

+ — — e“ 3X/ (— m sen mt — 3x cos mt). 

32 xm 


) 


Un’approssimazione sufficientemente vicina al valore di f" (l) 
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si può trovare differenziando la prima linea del valore di /’'(/). 
Troviamo così 

. x 4 pax n 2 et? 

X ~~ tu 3 m 32 v.m 1 

il secondo di questi termini essendo minore degli altri due si può 
trascurare. Troviamo ancora come arco di discesa 


~[ 


xr: , o ~ 

%m — x \y.OLc m 4- 


ae Am 4- ^ pa-e 


32xm 


] 


Similmente per trovare l’arco della salita poniamo mt= --\-y. 

4 - 


X 


Questo dà = 


w*a 2 


m 32xw 


, e l’arco della salita è 


X1Z 

0 rz ae * m 



w — y \ y ' a - e 


o»i i ,, 

32xm ' ) 


In queste espressioni degli archi di discesa e di salita i ter- 
mini che contengono x ed y sono molto piccoli, e supponendo 
che x non sia estremamente piccolo, questi termini si trascu- 
reranno. 

Ora a è differente per ogni oscillazione del pendolo, dobbiamo 
perciò eliminare a. Siano u n ed w n+t due archi successivi di di- 


xt: 

scesa e di salita, e sia X^e 2 "*, sicché A è un poco minore del- 
l’ unità. Allora abbiamo 


1 2 „ 1 
U — CL 1 VGt' 

'* X 3 ‘ X 2 


onde 


Quindi 


h„ + , = «X - - j*a ! X 2 


«„+i - = - g ;j -« 2 C 1 + >' 2 ) 

2* 1— /* 

U n • ^ + o P* # “T" 1 + ‘ ; 


1 


u n u „+i 


A 

X* 2 . 

— ^ p(l 4 A-). 


1 


Digitized by Google 


312 


PICCOLE OSCILLAZIONI. 


Questa equazione lega gli archi successivi di discesa e di sa- 
lita. Essa si può scrivere nella forma 


1 1 )' 
^ c ~ X 2 \U„ + c) ' 


dove 


c = 


/J4-1 v " Nlv n 

3 1 — X 2 3xt: 


2i 1 + X 2 4;jl m 


prossimamente. 

1 • 1 


Gli archi successivi sono, perciò, tali che ! — è il termine 


u n c 




generale di una serie geometrica di cui la ragione è e m . Il rap- 
porto di un arco qualunque u n all’arco seguente u n+% è 


u 


U *E u *5 
Ojl. = + i “ (e w 


1), 


»+! 


che continuamente decresce con l’arco. In una serie qualunque 
di oscillazioni il rapporto è da principio maggiore e poi minore 
del suo valore medio. Questo risultato sembra essere d’accordo 
con l’ esperimento. * 

Trovare iì tempo dell’ osculazione. Siano t it 1., i tempi nei quali 
il pendolo è all’ estremità sinistra e dritta del suo arco di oscil- 
lazione. Allora 


z x 

Mi | “ - 7 ) 

2 m 


mt ì — 


L 

2 


x 

m 


n* a 2 
32mx 

vi 1 a? 
32 wx 


onde 


tempo = t 2 — t t — 


u 


m 


Questo risultato è indipendente dall’arco, sicché il tempo del- 
l’oscillazione rimane costante durante il moto. Il tempo però 
non è esattamente lo stesso come nel vuoto, ma è un poco più 
lungo; la differenza dipendendo dal quadrato della piccola quan- 
tità x. 

• *■ 

ESEMPII. 


I. Una verga uniforme di lunghezza 2c poggia in equilibrio 
stabile con la sua estremità inferiore al vertice di una cicloide 
il di cui piano è verticale ed il vertice in giù, e passa per un pic- 

colo anello fisso levigato situato nell’ asse ad una distanza b dal 


ESÉMPII. 


31 


vertice. Mostrare che se l’equilibrio è leggermente disturbato, 
la verga eseguirà delle piccole oscillazioni con la sua estremità 

inferiore sull’arco della cicloide nel tempo 4 t: V / — * ° — —1 

dove 2 a è la lunghezza dell’asse della cicloide. 

2. Un piccolo anello levigato scorre su di un filo metallico 
circolare di raggio a che è costretto a girare intorno ad un asse 
verticale nel suo proprio piano," ad una distanza c dal centro del- 


l’ anello, con una velocità angolare unifor 


iforme v/— A - * ■ ; 
V c *J'2+a 


mostrare 


2 ir 


che l’anello sarà in una posizione di equilibrio relativo stabile 
quando il raggio del filo metallico circolare che passa per esso è 
inclinato sotto un angolo di 45° all’orizzonte; e che se l’anello 
è leggermente spostato, esso eseguirà una piccola oscillazione 
nel tempo 

( a\'~2 c \[2 + a }\ 

| 9 c \j 8 + a j 

3. Una sbarra uniforme di lunghezza 2 a sospesa per mezzo di 
due fili paralleli eguali ciascuno di lunghezza 2 b da duo punti 
nella stessa linea orizzontale, gira per un piccolo angolo intorno 
alla linea verticale condotta pel punto medio; mostrare che il 

tempo di una piccola oscillazione è 2 “v/— 

' 9<f- 

4. L’estremità superiore di una trave uniforme di lunghezza 
2 a è costretta a scorrere sopra una verga orizzontale levigata 
senza inerzia, e l’inferiore lungo una verga verticale levigata 
per l’estremità superiore della quale passa la verga orizzontale: 
il sistema gira liberamente intorno alla verga verticale, dimo- 
strare che se a ò l’inclinazione della trave alla verticale nella 
posizione di equilibrio relativo, la velocità angolare del sistema 

sarà ( — — — j 2 , e se la trave è leggermente spostata da questa 

posizione mostrare che essa farà una piccola oscillazione nel tempo 

4tz 

^ 

(seca + 3cosa)j 2 ’ 

5. Duo verghe eguali pesanti connesse da un ganghero che 
permetto loro di muoversi in un piano verticale girano unifor- 

II. ’ 10 


\ 
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memente intorno ad un asse verticale condotto pel ganghero, ed 
una fune la di cui lunghezza è due volte quella di ciascuna verga 
è legata alle loro estremità e porta un peso nel suo punto me- 
dio. Se ÌLT, M' sono le masse di una verga e dell’elemento, e 2 a 
è la lunghezza di una verga, dimostrare che la velocità angolare 
intorno all’asse verticale quando le verghe e la fune formano un 


, , M f 2 il/' .. , . . . 

quadrato è \j — - ■ h> — — , e se il peso e leggermente de- 

presso nella direzione verticale il tempo di una piccola oscilla- 
>_ ^4#( 3 + \/2) il I 


% 


zione ò 2i 


15r/ ÌI/+2ÌI/' ' 


6. Un anello di peso W che scorre su di una verga inclinata 
alla verticale sotto un angolo a è legato per mezzo di un filo ela- 
stico ad un punto nel piano della verga situato in modo che la 
sua minima distanza dalla verga sia eguale alla lunghezza natu- 
rale del filo. Dimostrare che se 0 è l’ inclinazione del filo alla 


W 

verga quando è in equilibrio, cotO — cos 0 = — cos a, dove io è il 
modulo di elasticità del filo. E se l’anello è leggermente spostato 


il tempo di una piccola oscillazione sarà 2 e 
l è la lunghezza naturale del filo. 



1 

1— sen 3 0 


dove 


7. Un tubo circolare di raggio a contiene un filo elastico le- 
gato al suo punto più alto, eguale in lunghezza ad ^ della sua 

o 

circonferenza, e che porta attaccato nella sua altra estremità un 
elemento pesante il quale pendendo verticalmente raddoppie- 
rebbe la sua lunghezza. Il sistema gira intorno al diametro ver- 


ticale con la velocità angolare ^ ?. Trovare la posizione di equi- 
librio relativo e dimostrare che se l’ elemento è leggermente di- 


2tc 


sturbato il tempo di una piccola oscillazione è - - . 

Vic+4'0 


8. Una verga uniforme pesante AB ha la sua estremità infe- 
riore A fìssa ad un asse verticale ed un filo elastico congiunge 

AB - 

B ad un altro punto C nell’asse tale che AC = ~~r^ = o\ il tutto 

\l 2 

si fa girare intorno ad AC con tale velocità angolare che il filo 
è il doppio della sua lunghezza naturale, ed orizzontale quando 
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il sistema è in equilibrio relativo ed allora lasciato a sè stesso. 
Se la verga è leggermente disturbata in un piano verticale, di- 

. I 4 ci 

mostrare che il tempo di una piccola oscillazione è 2z , il 

j>eso della verga essendo sufficiente a distendere il filo per due 
volte la sua lunghezza. 

* 

9. Tre fili elastici eguali AB , BC , CA circondano un arco cir- 
colare, l’estremo A essendo fisso. In B e C sono legati due ele- 
menti eguali di massa m . Se 1 è la lunghezza naturale di ciascun 
filo supj>osto sempre disteso e X il modulo di elasticità, mostrare 
che se 1’ equilibrio è disturbato gli elementi si troveranno alla 

loro distanza primitiva dopo intervalli t: 

10. Un elemento di massa M è situato vicino al centro di una 
tavola orizzontale circolare levigata di raggio a, dei fili sono le- 
gati all’elemento e passano sopra n carrucole levigate poste ad 
intervalli eguali intorno alla circonferenza del cerchio; all'altro 
estremo di ciascuno di questi fili è attaccato un elemento di mas- 
sa JJT; mostrare che il tempo di una piccola oscillazione del si- 

sterna e 2~* l 

\ n g 




11. In un tubo circolare di sezione uniforme che contiene aria, 
scorrono due dischi circolari che entrano esattamente nel tubo. 
I due dischi sono situati inizialmente in modo che la linea che 
congiunge. i loro centri passa pel centro del tubo, e l’aria nel 
tubo è inizialmente della sua densità naturale. Un disco è pro- 
iettato in modo che la velocità iniziale del suo centro è una pic- 
cola quantità w. Se si trascura Y inerzia dell’aria, dimostrare 
che il punto sull’asse del tubo equidistanté dal centro dei dischi 
si muove uniformemente e che il tempo di una oscillazione di 


ciascun disco 6 



dove M è la massa di ciascun disco, 


a 


il raggio dell’asse del tubo, P la pressione dell’aria sul disco 
nel suo stato naturale. 


12. .Una trave uniforme di massa M e di lunghezza 2 a può gi- 
rare intorno ad un asse orizzontale fisso in un estremo; all’altro 
estremo della trave è attaccato un filo di lunghezza l ed all’altro 
estremo del filo un elemento di massa m. Se, durante una pic- 
cola oscillazione del sistema, l’inclinazione del filo alla verticale 
è sempre due volte quella della trave, allora 

Mk 2 ™ ( M — 2 ni) a (a -f l ) . 
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13. Una superficie conica di semi-angolo verticale a è fissa col 
suo asse inclinato sotto un angolo 0 alla verticale, ed un cono le- 
vigato di semi-angolo verticale ò situato dentro di essa in modo 
che i vertici coincidano. Mostrare che il tempo di una piccola 


= 2it \j- 


oscillazione = 2z v/ “ — 

r/senO * 

di gravità del cono dal vertice. 


dove a è la distanza del centro 


14. Più corpi, gli elementi dei quali si attraggono scambie- 
volmente con forze che variano coinè la distanza, sono capaci di 
movimento sopra alcune curve e superficie. Dimostrare che se 
A, B, C sono i momenti d’inerzia del sistema rispetto a tre assi 
ad angoli retti tra loro condotti pel suo centro di gravità, le po- 
sizioni di equilibrio stabile si troveranno facendo A -f- 2?+ C un 

minimo. 

♦ 


15. Un corpo rigido è sospeso per mezzo di due fili paralleli ed 
eguali legati ad esso a due punti simmetricamente situati rispetto 
ad un asse principale pel centro di gravità che è verticale, e fatto 
girare intorno a quell’ asse per un piccolo angolo si lascia ese- 
guire piccole oscillazioni finite. Investigare la riduzione ad oscil- 
lazioui infinitamente piccole. 
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CAPITOLO IX. * 

• .» 

* 

Movimento di un Corpo non sollecitato da Forzo. 

15C. Determinare il movimento il i un corpo intorno adun punto 
fisso, nel caso in cui non ri sono forze impresse. 

Le equazioni del moto sono per l’Art. 91, 

(lì - C) Wj w 3 = 0 

♦ 

. C - (A- B) co, Mj = 0 

(IL 

moltiplicando queste rispettivamente per co.,, co.,, co.,; sommando 
ed integrando, otteniamo 

A co, 2 + 5 co 4 2 + Cco, 2 = T (1), 

• * 0 

dove Te una costante arbitraria. 

Ancora, moltiplicando le equazioni rispettivamente per A co,, 

D co*, C'co 3 otteniamo, similmente 

% * 

- - ano, 2 + iì%>s + cno 3 * = g 2 (2), 

dove G è una costante arbitraria. 

Per trovare un terzo integrale,' sia 

co, 2 + co j 2 + co, 2 = co 2 (3); 

dfeo, (ho* dio.. (ho 
onde co, -gJ + «o, + «, TìT - co ; 

allora moltiplicando le equazioni primitive rispettivamente per 

-7- , ^7, e sommando, otteniamo 

A 7> C 

dio AB - C C — A A — i?\ ... 

u ~St^\~A 1 É C C~ (*)-. 
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Ma risolvendo le equazioni (1), (2), (3), abbiamo 

% 

BC 


«.* = 


M 


' ~(A-C)(A-B) 

.1 CA 

2 ~(B-A)(B- C)\ 

AB 


(- X, + w‘) 


7" ( — X 2 + co*). 


( 5 ), 


W;l1 (V-B)(C-A)( X * + t0 " ) , 


, . . T(B + C) - G* . ... . . , , _ 

dove A, = — — , con simili espressioni per À 2 e À 3 . ho- 

L 

stituendo nell’equazione (4), abbiamo 

dio 


CO = V(X, - co*) (X 2 - to*)(X 3 - co*) 


( 6 ). 


L’integrazione dell’equazione (6) si può ridurre senza diffi- 
coltà a dipendere da un integrale ellittico. L’integrazione si può 
effettuare in termini finiti in due casi; quando A—B, e quando 
G*=TB y dove B è nè la più grande nè la più piccola delle tre 
quantità A t B, C. Tutti e due questi casi saranno discussi in 
appresso. 


157. Gl’integrali (1) e (2) dell’ ultimo articolo sono le equa- 
zioni fondamentali da cui si può dedurre molto di ciò che segue. 
È perciò importante di mostrare come essi si possono dedurre 
ancora dai principii della Conservazione delle Aree e della Forza 
Viva. Supponiamo che il corpo sia messo in movimento da una 
coppia impulsiva la di cui grandezza è G. Allora sappiamo dal- 
1’ Art. 40 che in tutto il moto susseguente, il momento della 
quantità di moto rispetto ad ogni linea retta è costante ed eguale 
al momento della coppia G rispetto a quella linea. Ora per l’Art. 
102 i momenti della quantità di moto rispetto agli assi princi- 
pali ad un istante qualunque sono rispettivamente .Aio,, B io.,, 
Cio 3 . Siano (a, p, 7) gli angoli di direzione della normale al piano 
della coppia G riferita agli assi principali come assi delle- coor- 
dinate. Allora abbiamo 


.Aio, = G cosa j 

iùa 2 = G cos £ t 

• Cio 3 = G cos y 

e sommando i quadrati di queste tre equazioni; 

A 2 io, 1 1- J3 2 io 2 2 -{- C 2 io 3 2 — G 2 .. 
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In tutto il moto susseguente, l’intera quantità di moto del 
corpo è equivalente alla coppia G. E chiaro perciò elio se ad un 
istante qualunque il co'rpo fosse sollecitato da una coppia impul- 
siva eguale ed opposta alla coppia 6r, esso si ridurrebbe in quiete. 

158. Segue ancora dall’ Art. 122 che il piano di questa coppia 
è il Piano Invariabile, e la normale ad esso è la Linea Invaria- 
bile. Questa linea ò assolutamente fissa nello spazio, e le equa- 
zioni (1) danno i coseni di direzione di una linea fissa nello spa- 
zio in relazione agli assi che si muovono col corpo. 

Apparisce da queste equazioni che se i coseni di direzione del- 
l’asse iniziale di rotazione sono (1, m ì ri) quando si riferisce agli 
assi principali del corpo, allora i coseni di direzione del piano 
invariabile sono proporzionali ad Al, Bm, Cn. Se gli assi di ri- 
ferimento non sono gli assi principali del corpo nel punto fisso, 
le equazioni corrispondenti ad (1) e (2) si possono dedurre dagli 
Art. 122 e 102. 

% 

159. Poiché il corpo si muove non sollecitato da forze impresse 
sappiamo che la Forza Viva sarà costante durante il moto. Quindi 
per l’Art. 139, abbiamo 

Alò/ + J5co 2 2 + Ciò./ = T (3) , 

dove T ò una costante da determinarsi con i valori iniziali di 
CO), C0 2 , Wj. 

Le equazioni (1), (2), (3) basteranno per determinare la tra- 
iettoria nello spazio descritta da ogni elemento del corpo, ma 
non la posizione ad ogni tempo assegnato. 

160. Si supporrà generalmente che A, B, C siano in ordine 
di grandezza, sicché A è maggiore di B, e B maggiore di C. 
L’asse di B si chiamerà l’asse di momento medio. Se eliminiamo 
co, dalle equazioni (2) e (3), abbiamo 

AT- G* = B (A - B) co 2 2 + C (A - C) to 3 2 , 

che è essenzialmente positiva. Nello stesso modo possiamo mo- 
gi 

strare che CT— G 2 ò negativa. Così la quantità — può avere un 

valore qualunque compreso tra il massimo ed il minimo mo- 
mento d’inerzia. 

Le tre quantità X,, X 2 , X 3 nell’ Art. 156 sono tutto positive; 

G* 

infatti essendo B \- C—A positiva, e ~ <A Ì ne segue che X, ò 
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positiva. Nello stesso modo si può dimostrare che le altre sono 

positive. Inoltre X, — X 2 = — ■ ■ «- (A — B) con simili espressioni 

AJiU 

per X,— X 3 e X 3 — X,. Ne segue facilmente che X, è la massima delle 

Q2 

tre, e X, o X 3 è la minima secondo che — è > o < lì. 


161. Spiegare la rappresentazione di Poinsot del movimento 
per mezzo dell' ellissoide dei momenti. 

Si costruisca l’ellissoide dei momenti nel punto fisso, e sia la 
sua equazione 

Ax* 4 By* + Cz 2 = g*. 

Sia r il raggio vettore di questo ellissoide che coincide con 
l’asse istantaneo, e p la perpendicolare dal centro sul piano tan- 
gente nell’ estremità di r. Inoltre sia co la velocità angolare in- 
torno all’asse istantaneo. 

Le equazioni dell’asse istantaneo sono 


x _ y _ z 
co, co* to 3 * 


e se (x, y , z) sono le coordinate dell’estremità della lunghezza r, 

r 

ciascuna di queste frazioni è eguale ad — . 

co 

Sostituendo nell’equazione dell’ellissoide, abbiamo 
(yko , 2 + Btì j* 4- C«o 3 J ) L = s * > . 

CO 


onde 





Ancora l’espressione della perpendicolare sul piano tangente in 
(, x , y , z) si sa essere 

1 _ A 2 * 2 4- B*y 2 + C** 8 
p* “ s« 


quindi sostituendo come sopra otteniamo 

Ano, 2 4- J5 2 co, 2 4 C 2 w 3 2 r 2 

V 1 




CO J 


p = 


G 2 ri 

s» ' T ’ 

v'2’ 


onde 


G 
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L’equazione del piano tangente nel punto (.r, y , z) è 

-f Byri -f C&Z = s 4 , 

sostituendo per (r, y, z) vediamo che le equazioni della perpen- 
dicolare dall’origine sono 

JL = JL = JL. 

.Aio, B io 2 C\o 3 1 

ma queste sono le equazioni della linea invariabile. Quindi que- 
sta perpendicolare è fissa nello spazio. 

Da queste equazioni deduciamo 

(1) La velocità angolare rispetto al raggio rettore intorno al 
quale il corpo gira varia come quel raggio vettore. 

(2) La parte risoluta della velocità angolare intorno alla per- 
pendicolare sul piano tangente nell’ estremità délV asse istantaneo 
è costante. 

Infatti il coseno dell’angolo tra la perpendicolare ed il raggio. 

vettore è Quindi la velocità, angolare risoluta è = w - 

r ' r (t 

che è costante. 

(3) La perpendicolare sul pianò tangente nell* estremità det- 
rasse istantaneo è fissa in direzione, cioè, normale al piano in- 
variabile e costante in lunghezza. 

Il movimento dell’ellissoide dei momenti è quindi tale che il 
suo centro essendo fìsso, esso tocca sempre un piano fisso, ed il 
punto di contatto essendo nell’asse istantaneo non ha alcuna ve- 
locità. Quindi il movimento si può rappresentare supponendo che 
l’ellissoide dei momenti rotoli sul piano fìsso con il suo centro fìsso; 

162. Per agevolare il concetto del movimento del corpo, sup- 
poniamolo situato in modo, che il piano della coppia G ì la quale 
lo metterebbe in moto, sia orizzontale. Si tiri un piano tangente 
all’ ellissoide dei momenti parallelo al piano della coppia G , e 
questo piano sia fìsso nello spazio. L’ellissoide rotoli su questo 
piano fìsso, il suo centro rimanendo fisso, -con una velocità an- 
golare che varii come il raggio vettore condotto al punto di con- 
tatto, e trasporti esso con sè il corpo dato. Avremo allora co- 
struito il movimento che il corpo prenderebbe se fosse lasciato a 
sè stesso dopo l’azione iniziale della coppia impulsiva G. 

Il punto di contatto dell’ellissoide col piano sul quale osso ro- 
tola traccia due curve, l’una sulla superficie dell’ ellissoide, e 
l’altra sul piano. La prima di queste è fissa nel corpo e si chic- 
li. 41 
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ina \a jioloicìe, la seconda ò fissa nello spazio e si chiama V erpo- 
loide. Le equazioni di una poloide qualunque riferita agli assi 
principali del corpo si possono trovare con la considerazione che 
la lunghezza della perpendicolare sul piano tangente dell' ellis- 
soide in un punto qualunque della poloide è costante. Quindi le 
sue equazioni sono 

_ 4 - CW = ~ ì 

Ax'- + + Cz'- = e‘ ) 

Eliminando abbiamo 

A (A - B)x t + C(C-B)z* = (¥■ - 2?) s‘. 


Quindi se B è l’asse di massimo o minimo momento d’inerzia, 
i segni dei coefficienti di a 2 e z 2 saranno gli stessi, e la proie- 
zione della poloide sarà un’ellisse. Ma se B è l’asse di momento 
d’ inerzia medio, la proiezione è un’iperbole. 


Una poloide è quindi una curva chiusa descritta intorno al- 
l’asse di massimo o minimo momento, e la concavità è rivolta 

* 6r" 

verso l’asse di massimo o di minimo momento secondo che —■ 

1 

è maggiore o minore del momento medio d’ inerzia. La linea che 
separa i due sistemi di poloidi è quella poloide di cui la proie- 
zione sul piano perpendicolare all’asse del momento medio è un 
iperbole la di cui concavità è rivolta nè all’asse di massimo, nè 

■ • G 1 

all’asse di minimo momento. In questo caso — — B ì e la proie- 
zione consiste di due linee rette le di cui equazioni sono 


A(A-B)x>- C(B — C)z'-.= 0. 

Questa poloide consiste di due ellissi che passano per l’asse 
di momento medio, e corrisponde al caso in cui la perpendicolare 
sul piano tangente è eguale all’asse medio dell’ellissoide. Questa 
poloide si chiama la poloide separatrice. 

Poiché la proiezione della poloide sopra uno dei piani princi- 
pali è sempre un’ellisse, la poloide deve essere una curva rien- 
trante . 

Considerando l’ erpoloide descritta per mezzo del rotolare di 
un ellissoide sul piano della carta, è chiaro che l’ erpoloide giace 
sempre fra due circoli che essa tocca alternativamente. L’erpo- 
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Ioide quindi non è in generala rientrante; ma se la distanza an- 
golare dei due punti in cui essa tocca successivamente lo stesso 
circolo è commensurabile con 2ir, essa sarà una curva rientrante. 


163. Il movimento del corpo si può anche rappresentare geo- 
metricamente per mezzo dell’ellissoide di girazione. Questo el- 
lissoide è il reciproco dell’ ellissoide dei momenti, ed il movi- 
mento di un ellissoide si può dedurre da quello dell’altro reci- 
procando le proprietà dimostrate negli Articoli precedenti. Tro- 
viamo. 


(1) L’equazione dell’ellissoide riferito ai suoi assi principali è 




s 2 


+£+-— i 
A + B + 0 


(2) Questo ellissoide si muove in modo che la sua superficie 
passa sempre per un punto fisso nello spazio. Questo punto giace 

O 

nella linea invariabile ad una distanza dal punto fisso. Per 

• . V?' 

l’Art. 160 sappiamo che questa distanza ò minore del massimo, 
e maggiore del minimo semidiametro dell’ellissoide. 


(3) La perpendicolare sul piano tangente nel punto fisso ò 
l’asse istantaneo di rotazione, e la velocità angolare del corpo 
varia inversamente come la lunghezza di questa perpendicolare. 

np 

Se p è la lunghezza di questa perpendicolare, allora io— — — , 

(1) La velocità angolare intorno alla linea invariabile è co- 
T 

stante cd — 

Ir 

La curva corrispondente alla poloide è la traiettoria descritta 
sulla superficie mobile dell’ ellissoide dal punto fisso nello spa- 
zio. Questa curva è chiaramente una conica sferica. Le equa- 
zioni della conica sferica descritta sotto date condizioni iniziali 
qualunque si vede facilmente che sono 


x- -i- y 2 + z- 


_ G* ) 
” T ! 


s»2 


x~ y 2 ~ 

c -f — — 1 

A i lì r C 


Queste coniche sferiche si può mostrare che sono curve chiuse 
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intorno agli assi di massimo e minimo momento. Ma in un caso, 

G l 

cioè quando -~ — B ì dove B è nè il massimo nè il minimo mo- 
mento d’inerzia, la conica sferica si riduce alle due sezioni cir- 
colari centrali dell’ ellissoide di girazione. 

Il movimento del corpo si può così costruire per mezzo di cia- 
scuno di questi ellissoidi. L’ellissoide dei momenti raffigura la 
forma generale del corpo megjio dell’ellissoide di girazione. Esso 
è protuberante dove il corpo è protuberante, e compresso dove 
il corpo è compresso. L’inverso di ciò accade per l’ellissoide di 
girazione. 


104. Se un corpo è messo in rotazione intorno ad un asse prin- 
cipale in un punto fisso, esso continuerà a girare intorno a quel- 
l'asse come un asse permanente. Ma i tre assi principali nei 
punto fisso non posseggono eguali gradi di stabilità. Se una pic- 
cola causa perturbatrice agisce sul corpo, l’asse di rotazione si 
muoverà in una poloide circonvicina. Se questa poloide è una 
piccola curva prossimamente circolare che racchiude l’asse ori- 
ginale di rotazione, l’asse istantaneo non devierà mai nel corpo 
lontano dall’asse principale che era la sua posizione. primitiva. 
L’erpoloide inoltre sarà una curva di piccole dimensioni, sicché 
l'asse principale non devierà mai lontano da una linea retta 
fissa nello spazio. In questo caso si dice che la rotazione è sta- 
bile. Ma se la poloide circonvicina non è prossimamente circo- 
lare, l’asse istantaneo devierà lontano dalla sua posizione primi- 
tiva nel corpo. In questo «caso una perturbazione molto piccola 
può produrre un cambiamento molto grande nel movimento sus- 
seguente, e la rotazione si dice essere instabile. 

Se l’asse iniziale di rotazione è l’asse OB di momento medio, 
le poloidi circostanti hanno tutte le loro convessità rivolte verso 
B. A meno che, quindi, la causa perturbatrice non sia tale che 
l’asse di rotazione si sposti lungo la poloide separatrico, la ro- 
tazione deve essere instabile. Se lo spostamento è lungo la po- 
loide separatrice, l’asse può avere una tendenza a ritornare alla 
sua posizione primitiva. Questo caso sarà considerato nell’ Art. 
180, e per questo particolare spostamento la rotazione si può 
dire stabile. 


Se l’asse iniziale di rotazione è l’asse di massimo o minimo 
momento, le poloidi circostanti sono ellissi di maggiori o minori 
eccentricità. Se esse sono prossimamente circolari, la rotazione 
sarà certamente stabile; se molto ellittiche, l’asso si allontanerà 
molto dalla sua posizione iniziale, e la rotazione si può chiamare 
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instabile. Se OC è l’asse di rotazione iniziale, il rapporto dei 
quadrati degli assi della poloide circonvicina è ultimamente 

~~~ — È necessario perciò per la stabilità della rotazione die 
b ( b — 0) 

questo rapporto non differisca molto dall’unità. 

È ben noto che la fermezza o stabilità di un corpo in movi- 
mento si accresce di molto con una rapida rotazione intorno ad 
un asse principale. La ragione di ciò è evidente da quanto pre- 
cede. Se il corpo è messo in rotazione intorno ad un asse molto 
vicino all’asse principale di massimo o minimo momento, la po- 
loide e l’erpoloide saranno generalmente curve molto piccole, e 
la direzione di quell’asse principale del corpo sarà molto prossi- 
mamente fìssa nello spazio. Se ora un piccolo impulso f agisce 
sul corpo, l’effetto sarà di alterare leggermente la posizione del- 
l’asse istantaneo. Esso si muoverà da una poloide ad un’ altra 
molto vicina alla prima, e cosi la posizione angolare dell’asse 
nello spazio non sarà alterata di molto. Sia Ai la velocità ango- 
lare del corpo, w quella generata dall’impulso, allora pel paral- 
lelogrammo delle velocità angolari, il cambiamento nella posi- 
zione dell’asse istantaneo non può essere maggiore di sen“* — . 

1 00 AI 


Quindi se LI è grande, co deve essere anche grande, per produrre 
un cambiamento considerevole nell’ asse di rotazione. Ma se il 
corpo non ha alcuna rotazione iniziale Ai, l’impulso può gene- 
rare una velocità angolare co intorno ad un asse che non coincide 
prossimamente con un asse principale. La poloide e l’erpoloido 
possono essere allora curve grandi, e l’asse istantaneo di rota- 
zione si muoverà intorno sì nel corpo che nello spazio. Il movi- 
mento apparirà allora molto instabile. 


165. Vi sono quattro coni che hanno importanti relazioni col 
movimento del corpo. 


Il Primo Cono. 


Movendosi il corpo intorno al punto fìsso la linea invariabile 
descrive un cono nel corpo. Le equazioni di questa linea in un 
istante qualunque riferita agii assi principali del corpo come assi 
coordinati sono 


x 


V 


Au l 2?w.> Cto 3 ’ 
e per 1’ Art. 156 abbiamo 


'/T 


A w,* + Bi*A + C« à * - (Ah** + Bho* + Ch**) g- a ; 
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quindi V equazione del cono ò 


_,•» 

x- ?/■ z- 

-L. _1 

ABC 



Questo cono è di secondo ordine, i suoi assi coincidendo con i 
diametri principali dell’ellissoide dei momenti. La forma dell’e- 
quazione mostra che esso interseca l’ellissoide di girazione in 
lina conica sferica, e che le sue sezioni circolari sono parallele a 
quelle dell’ellissoide di girazione, e perpendicolari agli asintoti 
della conica focale dell’ellissoide dei momenti. Esso si riduce a 

G i 

due piani quando le condizioni iniziali sono tali che — — B. 

Siccome questo cono è generato dalla linea invariabile, esso 
si può chiamare il Cono Invariabile. 


166. Trovare ì a ragione secondo la quale la linea invariabile 
descrive il suo cono nel corpo. 

Sia 01 il raggio vettore dell’ellissoide dei momenti che coin- 
cide con l’asse istantaneo, OG la perpendicolare sul piano tan- 
gente in I. Un raggio vettore, che al tempo t coincide con la li- 
nea invariabile, faccia un angolo d'b al tempo t {- di con la linea 

d'I) 

invariabile. Allora ~~ ò la ragione secondo la quale la linea in- 
ai 

variabile descrive il suo cono. 

Poiché il corpo gira intorno ad 01 con una velocità angolare 
io, abbiamo 

OG — 7 - = velocità di G 
di 

= co - OG sen GOT 
Inoltre per l’Art. 161 abbiamo 

T 

— - = co cos G 01. 

Cr 

1 

Eliminando 1’ angolo COI , otteniamo 



Eliminando ( 0 , abbiamo 


dty ^T 
di ~ G 


tan GOI 


( 2 ). 
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. Inoltre co 2 ~ c *^ 2 -f- co 2 2 -f co .. 2 


, ( cos 2 a cos 2 J3 cos 2 v j 

- G ' \ -jr + —gr + ~qt ) • 


Quindi la formola 

(ty Vi r- < cos2a , cos 2 S cos’- y'I T 2 

\<uj ~ \ A i + li 1 + C 2 ) Ér 2 V ’ 


dà la velocità di Of? in termini dei suoi coseni di direzione. 

Una qualunque di queste tre espressioni darà la velocità con 
la quale il punto fisso nello spazio percorre la conica sferica sulla 
superficie dell’ ellissoide di girazione.» Altre forinole per deter-, 
minare il movimento saranno date in un altro articolo. 


Il Secondo e Terzo Cono . 

1G7. Il Secondo Cono. Se un corpo che. ha un punto fìsso è 
messo in rotazione intorno ad un asse, esso non continuerà a 
girare intorno a quell’asse, ma l’asse istantaneo descriverà un 
cono nel corpo. Le equazioni dell’asse istantaneo ad un istante 

qualunque riferito agli assi principali del corpo sono 

«* • * 

x _ y __ z 
co, co 2 ~~ co., ’ 


e per l’ Art. 156 abbiamo 

T 

-4 co, 2 -j- B co 2 2 + Cco., 2 = (iC 2 co, 2 + B 2 co 2 2 + C 2 co 3 2 ) — ; 
quindi l’equazione del cono è 

A* 2 + lì/ + C/ (A 2 ** + Ih/ + G-Z-) I. 

Questo cono è di secondo ordine, i suoi assi coincidendo con i 
diametri principali dell’ ellissoide dei momenti. Esso intersega 
l’ellissoide dermomenti in una poloide, e si riduce a due piani 

G* 

quando le condizioni iniziali sono tali che ~— — B. 

* 


168. Il Terzo Cono.JS asse istantaneo descrive ancora un cono 
nello spazio. Le equazioni di questo cono non si possono trovare 
generalmente, ma quando si possono determinare abbiamo un* 
altra rappresentazione geometrica del movimento. Infatti si sup- 
pongano costruiti i due coni descritti dall’asse istantaneo nel 
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corpo e nello spazio.- Siccome ciascuno (li “questi coni contiene 
due posizioni consecutive della loro generatrice comune, essi si 
toccheranno scambievolmente lungo l’ asse istantaneo. Allora i 
punti di contatto non avendo alcuna velocità il movimento sarà 
rappresentato facendo che il cono fisso nel corpo rotoli sul cono 
fìsso nello spazio. Siccome questi coni intersegano l’ ellissoide 
dei momenti in una poloide ed in una erpoloide essi si' possono 
chiamare rispettivamente il cono delia poloide ed il cono della 
erpoloide. 


1G9. Trovare la velocità con la quale V asse istantaneo descrive 
ciascuno dei coni da esso generati. 

Primo. Quando i coni sono dati. 

I raggi di curvatura dei due coni in un punto qualunque I 
della loro linea di contatto 01 siano Jl , lì' e sia 01— r. Questi 
coni si possono supporre formati di piani triangolari, che ven- 
gono successivamente in contatto ad intervalli di tempo dt. Sia- 
no di, de gli angoli tra due piani successivi in ciascun cono. Al- 
lora il corpo girando intorno all’asse istantaneo descrive l’an- 
golo dz- dz. Ma esso descrive anche t oc?/; quindi 

oult = di — di'. 


Sia dò l’angolo tra le due posizioni dell’asse istantanee ai 

tempi t e t + dt. Allora 

, rdò _ , rdò 
dz = — * , dz' = 


li ’ 


IV 1 


onde 



Se il punto Ih preso nell’ellissoide dei momenti, abbiamo 



onde 


(i _ iy . . 

di ■ s- \n wj 


Qui Ji, lì' sono i raggi di curvatura dei due coni nei punti in 
cui la loro linea di contatto intersega l’ ellissoide dei momenti. 


170. Secondo. Trovare il movimento dell' asse istantaneo lungo 
il cono che esso descrive nel corpo. 

Se (a*, ?/, z) sono le coordinate di un punto qualunque sulla 
poloide riferita agli assi principali del corpo nel punto fìsso come 
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assi coordinati, ed r è il raggio vettore, abbiamo 

co, co 2 _ co 3 _ io ,4t 
x y z r s 2 

Quindi in una qualunque delle equazioni dell’ Art. 156, pos- 
siamo rimpiazzare le velocità angolari con le coordinate corri- 
spondenti dell’ estremità dell’asse istantaneo. Otteniamo così 


ed 


x 2 - 


y'- = 


z'- = 


BC 


(A-C)(A-B) 

CA 

C® — A) (B — C) 

AB 

(G-B)(C-A) 


(- V + r*) 
(-V + r*)> ' 
(- X,' + r«) 


r % = ^T V(X,' - r*)(X 4 ' - r‘)(X 3 ' - H) , 


3 , , 2 , (S+ C)-G* e* 

dove A, = — - —, con simili espressioni per a 2 e 

1 

X 3 '. Inoltre abbiamo le equazioni 


dx \jT B-C 

dt “e 2 ’ * A 

dy_£t C-A 
dt £’ B 

dz fr A - B 

dt ~ e 2 C 


yz 

zx 

xy 



Da queste equazioni possiamo trovare 


~ in termini di r. 
dt 


171. Terzo. Trovare il movimento dell’asse istantaneo lungo 
il cono che esso descrive nello spazio. 

Siano, come sopra, (#, y ì z) le coordinate, rispetto agli assi 
principali del corpo, del punto / in cui l’asse istantaneo incon- 
tra la poloide. Durante il movimento del corpo la poloide rotola 
sulla erpoloide, è chiaro perciò che la velocità dell’ estremità I 
dell’ asse istantaneo lungo la erpoloide è la stessa di quella lungo 
la poloide. Quindi le parti risolute della velocità di I nello spa- 
li . 42 
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zio parallele agli assi sono -7, Il momento di queste ri- 

ffa dt dt 

, du d x 

spetto all’ asse delle z è x - — y Quindi il momento di que- 

dt dt 

ste rispetto alla linea invariabile OGb 

dy 


— x 


■ 


dx\ (7(03 


dt 


Mi; ir + ete - + etc - 


dx dy 

Sostituendo per —, - , etc., co, etc., i loro valori in termini 

Ut (Tir 

di x , y, z dairultimo articolo, l’espressione del momento diviene 


T Cz- ( C — A 


£* G \ B 


(■ 


**- 


B-C 
A 


y 


j + *•* 


T fìz* ( n n 1 

= i* ' ~G~ I S=J <" V + - 7TT7 < - V + ^ì' +- 

T C*(X,'-V) , 


c 4 


s 2 -f- ... 


Sostituendo ancora per z 2 , etc. i loro valori in termini di r 2 , 
l’espressione del momento diviene 


Alì C i (a, - X t ) 


(A-B)(B- C){C — A) G 


7 • (V “ r2 ) + ••• 


Ora (k ì — l t )AJ 2 C=:(TC — 6r 2 )(A - .fa); quindi sostituendo, il 

^ . T 

coefficiente di r 2 si vede facilmente che è e la parte costante è 

Cr 


(TA - er : )(TB - G 2 )(rc - fa 2 ) s* T 3 c 4 

Aiifa-fa 3 - ' T fa 3 / 7 * 

Sia p la distanza dell’estremità I dell’asse istantaneo dalla 
linea invariabile OG, e 9 l’angolo che il piano condotto per la 
linea invariabile e per l’asse istantaneo fa con un piano fisso 
qualunque che passa per la linea invariabile. Allora il momento 

della velocità di /rispetto ad OG è 0- y , ed r 2 =p 2 -|---^-. Quindi 

eguagliando queste due espressioni del momento, abbiamo 

do T , (TA - (r-)(TB- G-)(rC - G-) s* 

<11 ~ G f + ahc- a-' ' r' 
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Se si vuol trovare dò l’angolo tra le due posizioni dell’asse 
istantaneo ai tempi teli- cìt , abbiamo 1* equazione 

d?\ 


OD’ -8 


> 


(l /' (1 3 

Il valore di — è dato nell’ Art. 170, e sostituendo per p e i 
dt dt 


loro valori ora trovati in termini di r, questa equazione dà 


dò 
dt * 

172. L’estremità I dell’asse istantaneo descrivendo l’erpo- 

loide sul piano tangente invariabile, essa alternativamente si 

avvicina e si allontana da (7, il piede della perpendicolare. La 

massima e la minima distanza di 1 da G si troveranno facendo 

d o dì* 

- — 0. Poiché r 2 — p 2 = costante questo dà ~ = 0. Quindi per 

l’ Art. 170 r — o o VV- 



I tre valori risultanti di £ 2 sono 



• 

dove lt 2 ------ la lunghezza della perpendicolare dal punto fisso 

Cr~ 
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G~ 

sul piano tangente invariabile. Poiché — deve essere compresa 

tra A e C, si, vedrà che l’ultima espressione è la massima tra le 

tre ed è sempre positiva. Delle altre due la prima o la seconda 

G 2 . . . 

è positiva secondo che — è maggiore o minore di B. Con questi 

due valori reali di .0 come raggi, si descrivano due circoli in- 
torno a G il piede della perpendicolare sul piano tangente inva- 
riabile. Allora l’erpoloide giace tra questi due circoli. Si ponga 
il raggio maggiore GK=k , e sia 9 Y angolo che un raggio vet- 
tore qualunque Gl fa con GK , allora 

cì?_T TB-G 2 (k\ 2 

dt~ G BG * \p/ ’ 

e la velocità angolare intorno ad 01 è data da 

«->* = 5 (p* + ; ' 2 )- 

w 


173. Trovare V equazione differenziale del cono descritto nello 
s})azio dall' asse istantaneo. 

Poiché la perpendicolare Sul piano tangente all’ ellissoide dei 

IT 

momenti nell’estremità dell’asse istantaneo è costante, ed - s 2 , 

Cr 

abbiamo rdr = pdp. Quindi l’ equazione polare dcll’erpoloide si 

d r d e? 

trova dividendo le espressioni di r — e p 2 date negli Art. 

eie eie 

170 e 171, otteniamo così 

’ 


dp 




T 

G 


? 2 + 


(TA - G 2 )(TB - G 2 )(TC ~ G 2 ) e* 
AB CAP T 


Sia 0 l’angolo che Gl fa con OG , allora l’equazione polare 

del cono si può trovare jxmendo p = — i 2 tanO. 

Cr 

Questa equazione non si può in generale integrare. Se, però, 
le circostanze iniziali sono tali che G 2 =TB Ì l’integrazione si può 
effettuare. 


Digitized by Google 


IL CONO ROTANTE E STRISCIANTE, 


333 


II Quarto Cono. 


174. Sia 0 il punto fisso, 01 l’asse istantaneo. La velocità 
angolare io intorno ad 01 si risolva in due, cioè una velocità 

T 

angolare uniforme — intorno alla linea invariabile OC, ed una 


velocità angolare wsen IOG intorno ad una linea OH che giace 
in un piano fisso nello spazio perpendicolare alla linea invaria- 
bile, e che passa pel punto fisso 0. Questo piano fisso si chiami 
il piano invariabile in 0. Movendosi il corpo, 07/descriverà un 
cono nel corpo il quale toccherà sempre questo piano fisso. La 
velocità di un punto qualunque del corpo che si trova per un 
istante in Oli non è alterata dalla rotazione intorno ad OH, ed 
il punto ha perciò solamente il moto dovuto alla velocità ango- 
lare .uniforme intorno ad 0G‘ Abbiamo così una nuova rappre- 
sentazione del movimento del corpo. Sia costruito il cono de- 
scritto da OH nel corpo, e rotoli sul piano invariabile in 0 con 
la propria velocità angolare, mentre nello stesso tempo questo 
piano gira intorno alla linea invariabile con una velocità ango- 
T 

lare uniforme — . Il cono descritto da OH nel corpo è il quarto 


cono. Esso è stato chiamato da Poinsot il Cono Rotante e Stri- 
sciante. 


175. Trovare una costruzione pel quarto cono. La sua gene- 
ratrice OH è ad angoli retti ad OC, e giace nel piano IO G. Ora 
OG è fìssa nello spazio*, sia OG' la linea nel corpo che, dopo un 
intervallo di tempo dt, verrà nella posizione OG. Poiché il corpo 
gira intorno ad 01, il piano GOG' è perpendicolare al piano GOI, 
e quindi OH è perpendicolare ad OG ed OG'. Cioè, OH è per- 
pendicolare al piano tangente al cono descritto da OG nel corpo. 
Il cono descritto da OH nel corpo è quindi il cono reciproco di 
quello descritto da OG. 

L’equazione del cono descritto da OG si è mostrato essere 


AT— G 2 


M * 

X- 


BT - G 2 


B 


y 2 + 


CT- G 2 

c 


z 2 = 0. 


Quindi l’equazione del cono descritto da OH è 


B 


x- 




c 


TìZ 2 = 0 . 


AT— G 2 ~ ' BT- G 2 * ' CT- G 2 
Le linee focali del cono descritto da OH sono perpendicolari 
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alle sezioni circolari del cono reciproco, cioè del cono descritto 
da OG. E queste sezioni circolari sono le stesse dello sezioni cir- 
colari dell’ ellissoide di girazione. Le equazioni delle linee fo- 
cali del cono descritto da OH sono perciò 

x- _ z- 

1 _ 1 ~_ 1 __ 'ì_ 

Ab b~ a 

y - o 

Così le linee focali giacciono nel piano che contiene gli assi di 
massimo e minimo momento, e sono indipendenti dalle condi- 
zioni iniziali. 

Questo cono diviene una linea retta nel caso in cui il cono de- 
scritto da OG diviene un piano, cioè, quando le condizioni ini- 
ziali sono tali che G t —BT. 



176. Trovare il movimento di OH lungo il cono che esso de- 
scrive nel corpo . 

Poiché OG , OH , 01 sono sempre nello stesso piano, il movi- 
mento angolare di OH nello spazio intorno alla linea fissa OG 

è lo stesso di quello di OJ, ed è dato dall’ espressione di ~ nel- 

(X L 

1’ Art. 171. Ma il cono rotola su di un piano che gira intorno ad 

T 

OG con una velocità angolare — Quindi il moto angolare di OH 

(r 

do T 

relativamente a questo piano è — — . Ma se cfy è l’angolo tra 

due posizioni consecutive di OH nel corpo, questo movimento 

dy 

angolare è espresso da . Quindi 


c7y _ (TA - G*)(TB - G 2 )(TC - G 2 ) s* 
dt~ ABCTG * V 1 


Qui p è la distanza da OG del punto I nel quale l’asse istan- 
taneo intersega l’ ellissoide dei momenti. Se 01— r, abbiamo 

3 2 / y i \ 

p—r sen GOI— — wsen GOI\ e quindi abbiamo o 2 ——\ co 2 — -— ) . 
L’ espressione del movimento angolare di OH è quindi 


dx _ ( TA - G 2 )(TB - G-){TC - G 2 ) 1 

dt “ ABGG Z “ T 2 ' 

W- - -rr- 
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Movimento degli Assi Principali . 

177. Trovare i movimenti angolari nello spazio degli assi prin- 
cipali del corpo. 

Sarà molto conveniente di riferire il movimento alla linea in- 
variabile OG come asse delle z. Siano (a, (5, 7 ) gli angoli che gli 
assi principali OA, OB, OC del corpo fanno con la linea inva- 
riabile. Allora abbiamo 

AìOj Jìuìo Cco ;{ , 

cos a = — ~ , cosp = — =, cosy = —~ ( 1 ). 

Cr Cr 


G 


Siano (X, pt, v) gli angoli che i piani GOA } GOB , e GOC fanno 
con un piano qualunque fisso nello spazio che passa per OG. Al- 
lora per trovare il movimento di OA. cerchiamo ~ e Per le 

(7(0 <u dt 

Equazioni di Eulero, A -y- — (Z?— C) io 2 to 3 = 0. Sostituendo per 
Wi, io 2 , co 3 dalle equazioni ( 1 ) otteniamo perciò 


sena 


da 


dt 


= GeosgcosY (2). 


Ma cosa, cos£, C03Y- sono legati dalle equazioni 


cos 2 a cos 2 3 cos 2 y T 

1 Lj i — — 

A B C G 2 


cos 2 a + cos 2 p 4 - cos 2 y = 1 j 

Quindi 

G- - è) cosS? = £ -4 - (i - è) cos2a ) 

/i i\ , t ì (\ i\ . 

(c - b) C03 ’ ' = G* - B - V2 - b) cos ' a 

d(t 

Sostituendo troviamo sena-; 

dt 


(3). 


•• 0). 


r . M 2' /I 1\ .1(2’ 1/1 1 \ , | 

= 6 \\c ~ C* -\v--j) C0S ‘ a HP -B + \jJ- jr s ' a \ 


+ 


(5). 


Ancora, sia OZI’ asse istantaneo, allora il movimento di A ri- 
soluto perpendicolarmente a GA è 
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sen a ~ = io sen AI • cos GAI 
at 


— co 


cos Gl — cos a • cos AI 
sen a 


Ma co cos Gl è la parte risoluta della velocità angolare intorno 

T 

ad OG che ò eguale a -g, ed coeosA/è la parte risoluta della ve- 
locità angolare intorno ad OA che è co,. Quindi 


, d\ T 

sen 2 a — co . cos a 

at G 

_ T G cos 2 a 
“ G A 


.( 6 ) 

( 7 ). 


178. Tn simil modo possiamo trovare il movimento di ogni altra 
linea OL fìssa nel corpo e che passa pel punto fisso. Siano (1,7)1,72) 
i coseni di direzione di OL riferita agli assi principali nel punto 
fisso. Sia i l’angolo che OL fa con la linea invariabile, j l’an- 
golo che il pianp LOG fa con un piano qualunque fisso nello 
, spazio e che passa per OG. Allora 

cos i = l cos a 4- ni cos $ + .n cos (8). 


Differenziando e procedendo come sopra, abbiamo 



dove cosa, cos£, cos^ si debbono eliminare per mezzo delle tre 
equazioni (3) ed (8). 

Inoltre se co’ è la parte risoluta della velocità angolare intorno 
ad OL, abbiamo con lo stesso ragionamento 


,.dj 
sen 2 1 — 
at 


T 

G 


co' cos i. 


Questo si può anche scrivere nella forma 


2 . dj T 

sen 1 ir g~ 


7 cos a ^ 7ii cos $ n cos *y' 


A 


B 


C 


G cos i. 


Sia OL' la. perpendicolare sul piano tangente nel punto in cui 
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la linea OL intersega l’ellissoide di girazione.. Allora i coseni di 

l ■ m 

direziono di OL' sono pr—r » pr— ; < P r ’7\> dove p & la lunghezza 

Jl Jj O 

% 

della perpendicolare secondo OL' ed r la lunghezza del raggio 
vettore secondo OL. Sia i ' l’angolo che OL' facon OG. Allora 

sen 2 i — — -~ così cos ì . 

dt G pr 

' » 

179. Le equazioni (5) e (6) nell’ Art. 177 per la determina- 
zione di a e X in termini di t non si possono completamente in- 
tegrare. Esse evidentemente dipendono dagl’ integrali ellittici. 
Possiamo però osservare che 

(1) Essendo il primo membro dell’equazione. (5) necessaria- 
mente reale, dobbiamo avere 

C G 2 B G 2 

• cos*a < -j e > - - , 

Ò~1 Ti~~K 


se l’ultima è positiva. Così la spirale descritta da uno qualun- 
que A degli assi principali sulla superficie di una sfera il di cui 
centro è il punto fisso giace tra due circoli concentrici, che essa 

1 T 

tocca alternativamente . Se — — — è negativa, la poloide do- 

scritta dall’ asse istantaneo ha la sua concavità rivolta verso 
l’asse di C , e cosa non ha alcun limite inferiore. In questo caso 
- la spirale giace sempre tra due circoli minori sulla sfera, uno 
dei quali è esattamente opposto all’ altro. 

dX A T 

(2) Affinchè — svanisca, dobbiamo avere cos 2 a= 777 , ma f l ue " 

. doi . 

sto con la sostituzione si trova che rende — immaginario. Così 


di 


dt 


— ritiene sempre un segno. Possiamo porre l’espressione nella 


forma 


AT 

G* 


- 1 


= 

G dt 1 - cosV 


G ì 


Se quindi le condizioni iniziali sono tali che — è minore del 

momento d’inerzia rispetto all’asse che descrive la spirale che 
II. 43 
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si considera, la velocità angolare sarà massima quando l’asse è 
il più vicino alla linea invariabile e minima quando l’asse è il 
più lontano. 

• * » * 

Movimento quando G 2 — BT. 


180. Alle particolarità di questo caso si è fatto già allusione 
parecchie volte. Quando le condizioni iniziali sono tali che ha 
luogo questa relazione tra la Forza Viva e la Quantità di Moto 
del corpo l’intera discussione del movimento diviene più semplice. 

Le equazioni fondamentali del movimento sono 


Aio 2 + Bìo 2 + Cio 3 2 = T 
Aho 2 + Bho 2 + C 2 w 3 2 = G 2 
Quindi quando G 2 — BT, abbiamo 

A (A — B) io, 2 = C(B — C) co 3 2 , 




ed 


Ma 

onde 


B-C G 2 - Bho 2 1 
* A-C AB ( 

, A - B G ì - Bho^ ì 

W * ~A-C ‘ BC ) 

f7to* C - A 
~dt ~ ~B~ c ° 3 ; 

(ho 2 _ __ t /(A - B)(B - C) G 2 - B 2 io 2 2 
dt “ + V AG ■ ' B ì 


Quando i valori iniziali di io, ed to 3 hanno gli stessi segni 

e/ii) 

(C-A)t' j,w 3 è negativa e perciò deve essere negativo, quin- 


di in questa espressione si deve usare il segno superiore 0 l’ in- 
feriore secondo che i valori iniziali di co , , ió 3 hanno segni simili 
0 dissimili. Quindi 


B dio, _ 1 4 l(A - B)(B - C) 
dt ~ + BV AG 


n 


— + jì supponiamo ; 


onde 


G 4* 7 > 10 .) 
G — j?w 2 


W 

— 71 / 


Bc 


ìì 
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Quindi 


a 


2G 
— nt 

j* B , 
E • e — 1 

2 G 

=P - nt 

E-e B +1 


Al crescere di t indefinitamente to 2 si avvicina a + — come suo 

limite e quindi per ( 2 ) 10 , ed co 3 si avvicinano a zero. 

La conclusione si è che l’asse istantaneo ultimamente si av- 
vicina alla coincidenza con l’asse medio di momento principale, 
ma non coincide mai attualmente con esso. Esso si avvicina al- 
l’estremo negativo o positivo dell’asse medio secondo che i va- 
lori iniziali di co,, co 3 hanno segni simili o dissimili. 


181. Trovare il movimento del corpo nello spazio. Il cono che 
la linea invariabile OG descrive nel corpo diviene uno dei due 
piani 


4 


A-B 


x 


=±4 


B-C 


z. 


z Ciò 

Essendo - = — - si deve prendere il segno superiore o 1* infc- 
x iato, 

riore secondo che i valori iniziali di co,, co 3 hanno segni simili o 
dissimili. Tutti e due questi piani passano per l’asse medio, e 
sono indipendenti dalle condizioni iniziali eccetto in quanto che 
G' l =BT. Questi piani sono le sezioni circolari dell’ ellissoide di 
gi razione. Inoltre siccome essi sono rispettivamente perpendi- 
colari agli assi dei due cilindri retti circolari che inviluppano 
E ellissoide dei momenti, essi sono perpendicolari agli asintoti 
della conica focale dell’ellissoide dei momenti che giace nel piano 
dei momenti massimo e minimo. 


Il movimento è perciò tale che un piano fisso nel corpo, cioè 
una delle sezioni circolari dell’ellissoide di girazione, contiene 
una linea fissa nello spazio, cioè la perpendicolare al piano della 
coppia impulsiva. Poiché il corpo passa da una posizione qua- 

T 

lunque nella seguente con una velocità angolare o>cos IOG= — 

ir 

intorno ad OG, ed una velocità angolare cosen IOG intorno ad 
una j)erpendicolare ad OG, ne segue che il piano fisso nel corpo 
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gira intorno alla linea fissa nello spazio con una velocità ango- 
li G 

lare uniforme eguale a— * o — . Nello stesso tempo il piano si 

muove in modo che la linea fìssa nello spazio sembra descrivere 
il piano con una velocità variabile. Se p è l’angolo che OG fa 

con l’asse del momento medio questa velocità sarà Abbiamo 

dt 

a Bìo 2 
cos p = 


G 


quindi per l’Art. 180 


onde 


2 G 

l +eoap _ Ee B 
1 - COS P 

G 

3 __ ^77 nt 

cot —• = V E • e , 


e da questa troviamo facilmente 


_ G a 
~ =4 - — n • sen S , 
dt B * ’ 


che dà la velocità richiesta. 

182. L’ asse OB descriva un arco BB r sopra una sfera qua- 
lunque fissa nello spazio col centro in 0, nel tempo dt. Allora 
poiché BOG è il piano fisso nel corpo che gira intorno ad OG 

G G 

con una velocità angolare ~ abbiamo BGB'=—dt . Sia B'm un 
arco perpendicolare a GB. Allora se 6 è l’angolo GBB abbiamo 


. s _ Bm _ p 

00 ° ~~ B'm ~~ sen p •BGB' 


= ±n 


1 


che è costante. Quindi la traiettoria tracciata dall’asse del mo- 
mento medio sopra una sfera col centro in 0, è una linea di 
rombo che taglia tutt’i circoli massimi condotti per G sotto un 
angolo di cui la cotangente è Si vedrà che n è la tangente 
dell’ angolo che la poloide separatrice fa col piano GOB fisso nel 
corpo. 

Supponiamo che io,, io 3 abbiano inizialmente segni simili, al- 
lora coto— n 0 la parte positiva dell’asse di momento medio si 


Digitized by Google 


MOTO QUANDO G l -BT. 341 

allontanerà dalla linea invariabile, ed ultimamente la sua parte 
negativa tende a coincidere con la linea invariabile. Se co,, io 3 
hanno inizialmente segni diversi, allora cot5 =— n e la parte po- 
sitiva dell’ asse di momento medio ultimamente si avvicina alla 
linea invariabile. 


183. Il cono descritto da OH nel corpo è il cono reciproco di 
quello descritto da 06 r, e da esso possiamo dedurre teoremi re- 
ciproci. Quando G 2 =BT questo cono diviene una delle due lineo 
rette di cui le equazioni sono 



Queste sono perpendicolari alle sezioni circolari dell’ellissoide 
di girazicne, e sono gli asintoti della conica focale deH’ellissoido 
dei momenti. Il movimento è perciò tale che una linea retta fissa 
nel corpo descrive un piano fisso nello spazio, cioè il piano in- 
variabile. La linea retta si muove lungo questo piano con una 

T G 

velocità angolare uniforme eguale a — o E per lo stesso ra- 

6r B 


gionamento come sopra (Art. 181) la velocità angolare del corpo 

Q ; 

intorno a questa linea è Hh-g-wsen^, dove g ò l’angolo che il pia- 


no condotto per gli assi di momento d’inerzia massimo o minimo 
fa col piano invariabile. 


184. Il cono che l’asse istantaneo descrive nel corpo diviene 
anche uno dei due piani 


\j A(A — J?) x — i V — 0) z 1 


X z 

dove, essendo — = — , si deve prendere il segno supcriore o 

(t) l W 3 

l’inferiore secondo che i valori iniziali di co.,, co 3 , hanno o non 
hanno lo stesso segno. Questi piani sono fissi nel corpo, essendo 
indipendenti dalle condizioni iniziali, eccetto che G 2 —BT. Essi 
sono perpendicolari ai diametri umbilicali dell’ ellissoide di gi- 
razione, e sono i piani diametrali degli asintoti della conica fo- 
cale nell’ ellissoide dei momenti. 


185. Le relazioni scambievoli dei diversi piani fissi nel corpo 
si possono illustrare con la figura seguente. Siano AjB,C i punti 
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in cui gli assi principali del corpo intersegano una sfera col cen- 
tro in 0. Si conducano i piani BE , BD che sono rispettivamente 
descritti dall’asse istantaneo 01 e dalla linea invariabile OG\ 
allora per ciò che precede, 


tan CD = 



B - C 
A~^~B ’ 


tan CE = y-r • 


C B-C 


e quindi 


A A-B ’ 


tan ED = zH = M . 

> .AG 


Sia OH la linea fissa nel corpo perpendicolare al piano OBD 
sicché li è il polo del circolo massimo BD. Allora I è l’interse- 
zione di IIG c BE per l’Art. 174. Quindi, conoscendo dalla in- 
vestigazione precedente il valore di BG=$, gli altri angoli si 
possono trovare con la Trigonometria sferica. 



Così dal triangolo rettangolo BGI, abbiamo 

cos B = tan B G • cot BI y 

onde tanJ5J= tan [3 • \l 1 + n 2 ; 

che determina il movimento angolare dell’asse istantaneo lungo 
la poloide separatrice. 
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186. 'L’asse istantaneo descrive anche un cono nello spazio, la 
di cui equazione si può trovare nel modo seguente : 

Sia 9 l’angolo che il piano IOG fa al tempo t con un piano 
fisso nello spazio che passa per OG. Allora, se nel tempo ot I 
passa in T , dy=IGI r . Poiché il corpo gira intorno ad 01 con 
una velocità angolare co, 7/ che è fisso nel corpo passa nello stesso 
tempo in 77', dove HH! = sen777 iòdi. Ma 77', /', G sono sempre 
in un arco di circolo massimo; quindi 


G 


dy — sen 777 • oìdi = di ; 


onde 



t + F, 


« 

dove F è una costante. Perciò il piano che contiene l’asse istan- 
taneo e la linea invariabile si muove con uniforme velocità an- 
golare intorno alla linea invariabile. 

Sia 0 l’ angolo che l’asse istantaneo fa con la linea invariabile. 
Dal triangolo sferico rettangolo BGI , 


Ma 


onde 


sen p = tan 0 • cot72D. 

G 

. qp— nt 

8 r= B 

cot|=Vi-«. ; 

= _i cot | tan | 

tanO sen p . 2 2 

■JE 


Scegliamo il piano inizialo dal quale si misura 9 in modo che 

.. p 

*JE -e =1, allora l’equazione del cono descritto nello spazio 
dall’ asse istantaneo è 


2 n 
tan 0 


= + e-"?, 


quando o = 0, abbiamo tanO = w o 0 = 7)72. Quindi il piano fisso 
nello spazio dal quale si misura 9 è il piano che contiene gli assi 
di momento massimo e minimo al tempo in cui quel piano con- 
tiene La linea invariabile. , 
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Movimento quando A = B. 

* 

187. Determinare il movimento del corpo quando due dei mo- 
menti principali nel punto fisso sono eguali. 

Sia messo il corpo in rotazione con una velocità angolare io 
intorno ad un asse istantaneo 01 , che fa un angolo a con OC 
l’asse di figura. Sia OG la perpendicolare sul piano invariabile. 

L’ellissoide dei momenti diviene in questo caso uno sferoide, 
l’asse del quale è l’asse del corpo di momento disuguale. Dalla 
simmetria della figura è evidente che rotolando lo sferoide sul 
piano invariabile, gli angoli GOC, GOI sono costanti, e che i- 
tre assi 01, OG, OC sono sempre in un piano. 

Per l’Art. 158 i coseni di direzione di OG sono proporzionali 
ad Aio,, 2?(o 2 , Cto 3 . Quindi se £ è l’angolo che OG fa con OC, 
abbiamo 



\Z-4w., 2 + i?io 2 2 + Cio 3 2 

Ma lo^-f io 2 2 =io 2 sen 2 a ed io 3 2 =io 2 eos 2 a, quindi 

„ C cos a 

cos p = — . 

\A sen 2 a -f- C cos 2 a 



La velocità angolare del corpo intorno ad 01 varia come il 
raggio vettore 01 dello sferoide, ed è perciò costante. Quindi 01 
descrive un cono retto nel corpo intorno ad OC con una velocità 
angolare uniforme, ed un cono retto nello spazio intorno ad OG 
con una velocità angolare uniforme. 

La velocità angolare v di 01 intorno ad OC nel corpo si può 
trovare molto prontamente riferendoci alle equazioni originali 
del movimento nell’ Art. 91. Abbiamo in questo caso 


du l A - C 

— n ; — io 2 — 0 


dt 

• du 9 
* + n 


A 
A-C 


co, = 0 


dt A 

Risolvendo queste nel modo ordinario abbiamo 


(A - C 

io, = F cos l — — nt + 


à 


io 2 — -Fsen ^ -- ^— nt + f\ 


dove F ed f sono costanti arbitrarie. Sia / l’angolo che la proie- 
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zione dell’asse istantaneo sul piano perpendicolare ad OC fa con 
la linea retta fissa che è stata presa per l’asse OA , allora 


quindi 


tan y = — = , 
,w co. 


e v 




v = 


C-A 

A 

C-A 

A 


nt + f\ 

», 


dove n~ co cosa ò la velocità angolare intorno all’asse di figura. 

La velocità angolare v' di QI intorno ad OG nello spazio si può 
trovare con la considerazione che OC, OJ, OG sono sempre in 
un piano. Si descriva una sfera intorno ad 0 come centro che 
intersega OC, OL in C ed L. Lo spostamento CC di C nel tem- 
po clt dovuto alla velocità angolare co intorno ad / è co sena dt. 
sen a 

Quindi co ■= dt ò l’angolo compreso dai due archi CG, C'G 

sen ^ 

sulla sfera. Ma, poiché 00, 0/, OG sono sempre in un piano, 
questa è la velocità angolare di 01 intorno ad OG. Quindi 


v = co 


= co 


sena 

___ » 

sen p 

\!A- sen 2 a + C 2 eos 2 a 
A 


Sai Corpi correlativi e contrarelativi. 

183. Paragonare i movimenti di diversi corpti sollecitati dalla 
stessa coppia iniziale. 

Siano (a, p, *y) gli angoli che gli assi principali OA, OB, OC 
di un corpo nel punto fìsso fanno con la linea invariabile OG. 
Abbiamo veduto nell’ Art. 177 clic le equazioni di Eulero si pos- 
sono mettere nella forma 

—* t - g \ b - cJ 00 ^ 608 ^- 0 (1) - 

e due simili equazioni. 

Siano (X, ;j., v) gli angoli che i piani GOA, GOB, GOC fanno 
con un piano qualunque fìsso nello spazio e che passa per OG. 
Allora 

di T G cos 2 a 

SCn "“ ~(U = U A — 

IL 44 
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Ma siccome la forza viva di un corpo sarà diversa da quella 
di un altro corpo messo in movimento dalla stessa coppia, sarà 
conveniente di sostituire per T il suo valore 


onde abbiamo 


T _ cos 2 a ( cos 2 p ^ cos 2 y 
G* ~ ~~A~ + ~1T + ~C~ ’ 


cos 2 ^ t cos 2 y 

c ~ g ~ + ~o~ 

dt cos 2 ^ -h cos 2 y 


( 2 ), 


e due simili equazioni. 

Se con lettere accentate si dinotano le analoghe quantità per 
un altro corpo, le equazioni del moto saranno 


d eos a' 
ilt 



qos (2' cos Y 
ete. 




cos 2 ^' cos 2 y' 1 
dV ~B r ~ + ~C r ~ f- 

dt cos 2 3' + cos 2 f' [ V " 

V ** * * I 

etc. = etc. ] 

Se quindi i corpi sono tali che 

1111111 
A A! ~ B ir C O “ A ’ 

r 

e sono messi in movimento da coppie impulsive eguali G'-G, le 
equazioni (1) per trovare (a, -y) sono le stesse che le (3) per 

trovare (a', (s^y')* Quindi se questi due corpi sono situati inizial- 
mente con i loro assi principali paralleli, e sono messi in movi- 
mento da coppie impulsive eguali in grandezza e parallele in po- 
sizione, allora scorso un tempo qualunque t gli assi principali 
dei due corpi saranno sempre egualmente inclinati all’ asse della 
coppia. Inoltre dalle equazioni (2) e (4), abbiamo 


di dt dt dt dt dt A ’ 


sicché il parallelismo degli assi principali si può rimettere gi- 
rando il corpo, di cui i momenti principali A\ B\ C sono i più 

G 

grandi dei due, intorno all’asse della coppia per un angolo y - 1 
nella direzione nella quale agiva la forza impulsiva. 
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Gli ellissoidi dei momenti di questi corpi sono chiaramente 
confocali, ed i corpi stessi si dicono essere correlativi. 

Ancora, se i due corpi sono tali che 

1 1 l- 1 1 _ 1 _ 1 _ 1 

-à + A t ~1T + 1F-~C + C'- a ’ 


e sono messi in movimento da coppie impulsive eguali ed oppo- 
ste 6r'=— 6r, le equazioni (1) e (3) sono di nuovo identiche, e con 
lo stesso ragionamento come sopra 

d\ di' , G 

— — = etc. = , 

dt dt A 


Quindi se questi due corpi sono inizialmente situati con i loro 
assi principali paralleli, e sono messi in movimento da coppie 
impulsive eguali ed opposte, allora alla fine di un tempo qua- 
lunque gli assi principali saranno tuttora egualmente inclinati 
all’asse della coppia, ed il parallelismo si può rimettere girando 


G 

ciaschedun corpo per un angolo — t ì in una direzione opposta a 


quella della coppia che agiva su quel corpo. 

Gli ellissoidi dei momenti di questi corpi sono contrafocali, 
cioè hanno la somma dei quadrati di due diametri principali qua- 
lunque la stessa in ciascun ellissoide. I corpi stessi si dicono 
essere contrarelativi. 


180. Paragonare le velocità angolari ad un istante qualunque 
di due corpi correlativi o contrarelativi. 

Sia io la velocità angolare di un corpo ad un istante qualun- 
que, allora seguendo la solita notazione abbiamo 


io 2 = co , 2 + co 2 2 + co ., 2 

( cos 2 a cos 2 g • eoa*? ) 


1 A* 


B* 


c 1 r 


Se le stesse lettere accentate dinotano le quantità analoghe 
per l’altro corpo, abbiamo 


«<* = G ì 1“*? 


1 A' 1 


■f 


eos 2 **). 


cos 2 £ 


ondo w' 1 - w* = G 2 1 eos 2 a (A _ A^ + eoa 2 g (A - A J 


i 1 
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Se i corpi sono correlativi, questa diviene 


o 

IO 2 — IO 2 


<? 2 ( s 
1 - 1 cos2 


= _(r' + T ), 


a (i + "x) + C05 ^ (ir + i) 


+ cos 2 y 


dove Tè la forza viva iniziale di un corpo e T' quella deiraltro. 

Se i corpi sono contrarelativi, possiamo mostrare nello stesso 
modo che 


to'* — co 1 = — (T' — T). 

il 


In tutti c due i casi la differenza dei quadrati delle velocità 
angolari ad un istante qualunque è sempre la stessa. 

Qi 

Possiamo anche mostrare che T' + T= — , prendendosi il 


.segno superiore o l’inferiore secondo che i corpi sono correlativi 
o contrarelativi. 


190. Quando un corpo gira intorno ad un punto fisso il suo 
movimento nello spazio è rappresentato facendo che il suo ellis- 
soide dei momenti rotoli sopra un piano fisso. Questo non dà al- 
cuna rappresentazione del tempo scorso nel passare il corpo da 
una posizione ad un’ altra. Gli articoli precedenti ci abiliteranno 
a supplire a questo difetto. 

Per dare distinzione alle nostre idee supponiamo che Y ellis- 
soide dei momenti rotoli sopra un piano orizzontale al di sotto 
'del punto fisso 0, e che l’asse istantaneo 01 descriva una poloide 
intorno all’asse di A. Togliamo ora quella metà dell’ellissoide 
che è limitata dal piano di I ÌC, e che non tocca il piano fisso. 
Rimpiazziamo questa metà con la metà di un altro ellissoide più 
piccolo confocale col primo. Si conduca un piano parallelo al 
piano invariabile che tocchi questi ellissoidi in V e supponiamo 
che questo piano sia anche fìsso nello spazio. Questi due semi- 
ellissoidi si possono considerare come gli ellissoidi dei momenti 
di due corpi correlativi. Se essi non fossero congiunti tra loro e 
fossero liberi di muoversi senza interferenza, ciascuno rotole- 
rebbe, l’uno sul piano fisso che tocca in J, e l’altro su quello 
che tocca in V . Per quello che si ò dimostrato l’ ellissoide supe- 
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riore (essendo il più piccolo) può essere condotto al parallelismo 

Gr 

con T inferiore per mezzo di una rotazione —dintorno alla li- 

èA 

nea invariabile. Se quindi il piano superiore sul quale rotola 
F ellissoide superiore si fa girare intorno alla linea invariabile 

come un asse fisso con una velocità angolare — , i due ellissoidi 

«A 


saranno sempre in uno stato di parallelismo, e si possono sup- 
porre rigidamente connessi tra loro. 

Supponiamo allora che il piano tangente superiore sia perfet- 
tamente scabro e capace di girare in un piano orizzontale intor- 
no all'asse verticale che passa pel punto fisso. Facendo rotolare 
il nucleo con la parte inferiore della sua superficie sul piano fisso 
inferiore, l’attrito tra la parte superiore ed il piano farà girare 
quest’ultimo intorno al suo asse. Allora il tempo scorso sarà in 
un rapporto costante a questo movimento di rotazione, il quale 
sì può misurare su di un quadrante di orologio assolutamente 
fisso immediatamente al di sopra del piano rotante. 

La teoria precedente è presa da una memoria del Prof. Sylve- 
ster nelle Transazioni Filosofiche per l’anno 1800. Egli passa 
ad investigare in quali casi l’ellissoide superiore si può ridurre 
ad un disco. Pare che vi siano sempre due di questi dischi e non 
più, eccetto il caso in cui due dei momenti principali sono egua- 
li, allora la soluzione diviene unica. Di questi due dischi uno è 
correlativo e l’altro contrarelativo al dato corpo, ed essi saranno 
rispettivamente perpendicolari agli assi di momenti d’inerzia 
massimo e minimo. 


Poinsot ha mostrato che il movimento del corpo si può co- 
struire per mezzo di un cono fisso nel corpo che rotola su di un 
piano il quale gira uniformemente intorno alla linea invariabile. 
Se, come nella teoria precedente, supponiamo il piano scabro, e 
sia messo in giro dal cono mentre esso rotola sul piano, l’angolo 
percorso dal piano misurerà il tempo trascorso. 


ESEMPII. 


1. Un punto P si muove lungo una poloide tracciata su di un 
ellissoide, mostrare che la lunghezza della normale tra P ed uno 
qualunque dei piani principali nel centro è costante. Mostrare 
inoltre che la normale descrive sopra un piano principale una 
conica simile alla conica focale in quel piano. Di più la misura 
della curvatura di un ellissoide lungo una poloide qualunque è 
costante. 
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2. Nell’ erpoloide 


— = e’"° + e-"'\ 
r 


dove 



(a 2 - 5 2 ) (6 2 - c 2 ) 
fc 2 


se si trova il luogo delle estremità della sottangente polare di 
questa curva e si genera similmente un’altra curva da questo 
luogo, la curva così ottenuta sarà simile all’ erpoloide. 


3. Se un cono retto circolare la di cui altezza a è il doppio del 
raggio della sua base gira intorno al suo centro di gravità come 
un punto fisso, ed è originalmente messo in movimento intorno 
ad un asse inclinato sotto un angolo a all’asse di figura, il ver- 


3 

tice del cono descriverà un circolo di raggio - a sena. 

T 


4. Un piatto circolare gira intorno al suo centro di gravità 
come un punto fisso. Se una velocità angolare io è originalmente 
impressa su di esso intorno ad un asse che fa un angolo a coi 
suo piano, una normale al piano del disco farà una rivoluzione 


nello spazio nel tempo 


2 - 


io y 1 + 3 sen 2 a 


5. Se un solido di rotazione si muove intorno al suo centro di 
gravila fisso, mostrare che il piano condotto per l’asse di figura 
e per 1’ asse istantaneo gira uniformemente intorno ad una linea 
nel piano stesso e che questi assi non possono essere egualmente 
inclinati a questa linea a meno che non sia C > 2A , cd in quel 


caso l’inclinazione eguaglia \ cos 1 77—7 

2 0 — 4 


C essendo il momento 


d’ inerzia intorno all’ asse di figura, ed A quello intorno alla retta 
perpendicolare ad esso. 


6. Un cono retto di base ellittica è sostenuto in G il centro di 
gravità, ed ha un movimento comunicato ad esso intorno ad un 
asse condotto per G perpendicolare alla linea che congiunge G 
e l’estremità B dell’ asse minore della base, e nel piano che passa 
per B e per l’asse del cono. Determinare la posizione del piano 
invariabile. 


Risultato . La normale al piano invariabile giace nel piano che 
passa per l’asse del cono e per l’asse d’istantanea rotazione, e 


fa un angolo tan 1 


b 

16/i 


7**4- 4a* 
a'+b* * 


7. Uno sferoide ha un elemento di massa m attaccato a ciascu- 
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na estremità dell’ asse di rivoluzione, ed il centro di gravità è 
fìsso. Se il corpo è messo in rotazione intorno ad un asse qua- 
lunque, mostrare che lo sferoide rotolerà sopra un piano fisso 

durante il movimento purché sia-^-= — (1 — -) dove TU’ è 

la massa dello sferoide, dee sono gli assi dell’ellisse genera- 
trice, c essendo l’asse di figura. 

8. Una lamina di forma qualunque che rota con una velocità 
angolare a intorno ad un asse condotto pel suo centro di gravità 
perpendicolare al suo piano ha impressa una velocità angolare 

IB+C . - 

a\/r — —intorno al suo asse principale di momento minimo, 

A, B, C essendo disposti in ordine decrescente di grandezza; mo- 
strare che ad un tempo qualunque t le velocità angolari intorno . 

agli assi principali sono rispettivamente 


2a W+ C e a ' - c~ %l IB + C 2a 

c"+ e-' M ’ V B^Tc a e*' + <r*< ’ e V B - C e al + <r“ ’ 
e che essa girerà ultimamente intorno all’asse di momento medio. 

9. Un corpo rigido non sollecitato da alcuna forza ò in movi- 
mento intorno al suo centro di gravità: dimostrare che se l’ asse 
istantaneo è in un istante qualunque situato nel piano di con- 
tatto di ciascuno dei cilindri circolari retti descritti intorno 
all’ellissoide centrale, accadrà così durante il moto. 

Se , b , c sono i semiassi dell’ellissoide centrale disposti in or- 
dine decrescente di grandezza, e,, e 2 , e 3 le eccentricità delle sue 
sezioni principali, ii,, ii 3 le componenti della velocità ango- 
lare iniziale del corpo intorno ai suoi assi principali, dimostrare 
che la condizione allineile l’ asse istantaneo sia situato nel piano 

sopra descritto è — — ^ . 

e, c* e 3 

10. Una lamina rigida non sollecitata da alcuna forza ha un 

e O 

punto fisso intorno al quale essa può girare liberamente. Essa 
incomincia a muoversi intorno ad una linea nel piano della la- 
mina rispetto alla quale il momento d’inerzia è Q. Mostrare che 

il rapporto della massima alla minima velocità angolare è \/it Q 
: \/Bi-Q dove AeB sono i momenti principali d’inerzia rispetto 
agli assi nel piano della lamina. 

11. Se la terra fosse un corpo rigido non sollecitato da alcuna 
forza che gira intorno ad un diametro il quale non è un asse 


• 352 


MOTO DI UN 'CORPO NON SOLLECITATO DA FOHZB. 


principale, mostrare che le latitudini dei luoghi varierebbero e che 
.ritornerebbero gli stessi valori sempre che \Cl— Z> \! A - cj io, Ot 

fosse un multiplo di 2u \JBC . Se un uomo dovesse giacere quan- 
do la sua latitudine è un minimo ed .alzarsi quando essa diviene 
un massimo, mostrare che egli aumenterebbe la forza viva e così 
farebbe muovere un polo della terra dall’asse di momento d’i- 
nerzia massimo verso quello di momento d'inerzia minimo. 

12. Se si tira un piano per il punto fìsso parallelo al piano 
invariabile, dimostrare che l’area della sezione dell’ellissoide 

dei momenti tagliata da questo piano è costante durante il moto. 

■* * 

13. Se tiriamo tre linee rette OA, OB, OC secondo gli assi 
principali nel punto fìsso 0 di lunghezze eguali, la somma delle 

. aree conservate da queste linee sul piano invariabile è propor- 
zionale al tempo. 

14. Se le lunghezze OA, OB , OC sono proporzionali ai raggi 
di girazione intorno agli assi rispettivamente, la somma delle 
aree conservate da queste linee sul piano invariabile sarà anche 
proporzionale al tempo. 

15. La somma dei quadrati delle distanze delle estremità dei 
diametri principali dell’ellissoide dei momenti dalla linea inva- 
riabile è costante durante il moto. 

• <* 

16. Se delle linee rette si misurano lungo i tre assi principali 
del corpo dal punto fisso, ed inversamente proporzionali ai raggi 
di girazione intorno a quegli assi, la somma dei quadrati delle 
velocità delle loro estremità è costante durante il moto. 

17. Un corpo si muove intorno ad un punto fisso 0 non solleci- 
tato da alcuna forza. Mostrare che se la superficie Ax 2 +By 2 + Cz- 
— (x 2 +y--\-2 2 ) 2 si traccia nel corpo, gli assi principali in 0 essendo 
gli assi delle coordinate, questa superficie durante il moto roto- 
lerà sopra una sfera fissa. 

18. Se di) è l'angolo tra due posizioni consecutive dell’asse 
.istantaneo, dimostrare che 



19. La lunghezza tra due suoi apsidi successivi della spirale, 
descritta nello spazio assoluto, sulla superficie di una sfera fissa 
concentrica, dall’asse istantaneo di rotazione, ò eguale ad un 
quadrante deli’ ellisse sferica descritta dallo stesso asse sopra 
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una sfera eguale clic si muovo col corpo. Que/to è il Teorema 
di Booth. 

20. Un corpo è messo in rotazione con una velocità angolare 
iniziale n intorno ad un asse che molto prossimamente coincide 
con un asse principale OC nel punto fìsso 0. Il movimento del- 
l’asse istantaneo nel corpo si può trovare con le formole seguen- 
ti. Si descriva una sfera col centro in 0, e sia 7 l'estremità del 
raggio vettore che è l’asse istantaneo al tempo t. Se (x, y) sono 
le coordinate della proiezione di 01 sul piano AOB riferita agli 
assi principali OA, OB } allora 

x = \!B ( B — 6’) L sen ( pnt + M ) , 


y = sjA (A — C ) L cos ( pnt + -37), 


dove ?; 2 = — — — — , ed L. M sono due costanti arbitrarie 

AB 

che dipendono dai valori iniziali di x, y. . 

21. Se nell’ultima questione G ò il punto in cui la sfera in- 
tersega la linea invariabile, e se (p, 0) sono le coordinate polari 
sferiche di C rispetto a G come origine, allora 

p 2 = 7£§ìL 2 |2AB - C (A + B) + (A - B) Ccos2 (pnt + 



ct - g ì rat 
CG J p 2 * 


22. Un corpo che può girare liberamente intorno ad un punto 
fisso nel quale due dei momenti principali sono eguali e minori 
del terzo, è messo in rotazione intorno ad un asse qualunque. 
Per la resistenza dell’aria ed altre cause, esso è continuamente 
sollecitato da una coppia ritardatrice il di cui asse è l’asse istan- 
taneo di rotazione e di cui la grandezza è proporzionale alla ve- 
locità angolare. Mostrare che l’asse di rotazione tenderà conti- 
nuamente a coincidere con l’asse di momento disuguale. Nel caso 
della terra perciò, una vicina coincidenza dell’asse di rotazione 
e dell’ asse di figura non è una pruova che tale coincidenza vi sia 
sempre stata. 

23. Se due corpi sono in relazione tale che i loro ellissoidi di 
girazione siano confocali, e sono inizialmente situati in modo 
che gli angoli (a, $,*¥)> (a', (ì', j') che i loro assi principali fanno 
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con la linea invariabile di ciascuno siano legati dalle equazioni 


cosa _ cosa' cos(2 __ co3p' cos^ _ cos^' 

VJ ~ ’ ~4W ~ \IW ’ ~ ~7& ’ 


e se questi corpi sono messi in movimento da due coppie impul- 
sive G, G' tali clic G \!JIÌC= G'.-jA'B'C : allora le relazioni 
precedenti avranno sempre luogo tra gli angoli (a, [4, 7 ), (a', ^', 7 '). 

Inoltre -77-77 ttt T < ~ r ~ sarà costante durante il moto, dove 

tr «I G a t 

X, X', etc., sono gli angoli che i piani GOA } G r O'A r fanno al 
tempo t con le loro posizioni al tempo t= 0. 

24. Un ellissoide, il di cui centro 0 è fisso, si contrae pel raf- 
freddamento ed essendo messo in movimento in un modo qua- 
lunque non è sollecitato da alcuna forza. Trovare il moto. 
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CAPITOLO X. 


Precessione e Nutazione, etc. etc. 


Sul Potenziale . 


191 .• Trovare il potenziale di un $orpo di forma qualunque in 
un punto qualunque esterno lontano. 

Il centro di gravità G del corpo si prenda come origine delle 
coordinate e l’asse delle x passi pel punto esterno S. Sia la di- 
stanza GS—p. Siano ( x , ?/, z) le coordinate di un elemento qua- 
lunque dm del corpo situato in un punto qualunque P e sia 
GP—r. Allora il potenziale del corpo è 


V=l 


dm 

PS' 


PS 2 — p 2 -f r 2 — 2 px ; 

i 2 pas — r*|-i 

■ ? r 

v dm ( 1 , 1 2 px -r- _ 3 [2 px — r *\ 2 

- “T r +2 + 8 {—?—) 

5 /2p* — r*\* 85 /2px-r’V ) 

+ 16 V. p* / + 128 V p* / + ‘ ‘ ’J’ 

ordinando questi termini secondo le potenze discendenti di p, 
otteniamo 

Tr v cZm ( x ox 2 — r 2 5x 3 — 3;rr 2 

V = i — 1+ - +•■■ -75 — ^ 

pi? 2p 2 2p 3 

352* - 30:t 2 r 2 + 3r* 

+ 8p* " 

Sia M la massa del corpo, allora ldm~M. 

Inoltre poicliè 1* origine è al centro di gravità , abbiamo 
Zxdm — 0. 



Ora 

onde 


Siano A, L>, Ci momenti principali d’ inerzia al centro di gra- 
vità, I il momento d’ inerzia rispetto all’ asse delle 2 , che nel no- 
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stro caso è la linea che unisce il centro di gravità del corpo al 
punto attratto. Allora 

Idmr^hA + B+C), 

u 

Zdmx* = 2 dm (r 2 — y* - z -) , 

= \(A + B+C)-I. 


Sia l una dimensione lineare qualunque del corpo, allora se p 
è così grande paragonato con l che possiamo trascurare la fra- 


zione del potenziale, abbiamo 


M , A+ JB+ C-ZI 

v — — I 

P 2p 3 


Se vogliamo ottenere una maggiore approssimazione al valore 
di V, dobbiamo tener conto del termine seguente, cioè 


52»?£ 3 — 32 mxr* 

2o* * 

% 

Siano (5, >5,0 le coordinate di m riferito ad assi rettangolari 
fìssi qualunque che hanno l’origine in G , e siano (a, p, 7) gli 
angoli che GS fa con questi assi. Allora 


x — ? cos a + >] cos £3 + ? cos 7 
onde Zmx 5 = cos 3 a 2 m!; 3 + 3 cos 2 a cos g 2m!* l y] + • • • 


Se il corpo è simmetrico rispetto ad un sistema di assi rettan- 
golari che s’incontrano in G , abbiamo 2w£ 3 = 0, 2m<* 2 y)=0, etc.^O , 
sicché questo termine seguente nell’ espressione del potenziale 
svanisce del tutto. Così l’errore dell’espressione precedente di V 

è comparabile solamente alla frazione (^j del potenziale. Que- 


sto è il caso della terra, la forma e la struttura della quale sono 
molto prossimamente simmetriche rispetto agii assi principali 
nel suo centro di gravità. 


192. Nell’investigazione di questo valore del potenziale, si è 
supposto che S sia ad una distanza molto grande. Ma l’espres- 
sione è anche molto prossimamente esatta dovunque sia situato 
il punto 5, purché il corpo sia un ellissoide i di cui strati di 
eguale densità sono ellissoidi concentrici di piccola ellitticità. 


*- 
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Per dimostrare ciò, possiamo usare un teorema sull’ attrazione 
dovuto a Maclaurin, cioè: I potenziali di ellissoidi confocali so- 
pra un punto esterno qualunque sono proporzionali alle loro mas- 
se. Consideriamo da principio il caso di un ellissoide solido omo- 
geneo. Si descriva un ellissoide confocale interno di dimensioni 
molto piccole e siano a', b\ c' i suoi semiassi. Allora poiché l’el- 
litticità è molto piccola, possiamo prendere a' , b\ c' così piccoli 
che S si possa riguardare come un punto lontano rispetto all’el- 
lissoide interno. Quindi il potenziale dovuto all’ ellissoide in- 
terno è 

, A! + J3' + C’ - 31' 

~ P + 2p» 

dove le lettere accentate hanno lo stesso significato relativamente 
all’ellissoide interno di quello delle lettere senza accento rispetto 
all’ ellissoide dato. L’errore commesso in questa espressione è 


dell’ordine (-^)V. 


Quindi, pel teorema di Maclaurin, il potenziale V del dato 
ellissoide è 

__ M M A' + B’+C'- 3 T 
p + M' 2? 

/ a '\ * 

e l’ errore è dell’ ordine ( — ) V. 

Se a, b, c sono i semiassi dell’ellissoide dato, abbiamo 
a 2 - a' 2 = ò 2 - V 1 = c 2 - c' 2 = X 2 ; 

.ò 2 + c 2 


onde 


A = M 


5 


Similmente, 


M .. 2 

“* W A + 5 ^ • 


c =w c '+l mi - 

Inoltre se (a, (3, f) sono gli angoli di direzione della linea GS 
rispetto agli assi principali in (7, abbiamo 

I =■ A cos 2 a 4 - -S cos 2 ^ 4 - C cos 2 y 

=w r+ ì MXt - 
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Quindi, sostituendo, abbiamo 

M C-3/ 

■ _ p + 2 ? 3 . 


Se ft, 5, c sono disposti in ordine decrescente di grandezza, 
possiamo diminuendo la grandezza dell’ ellissoide interno ren- 
dere c' tanto piccolo quanto ci piace. In questo caso abbiamo 

ultimamente a r =\la~— c 2 . Sia s 1* ellitticità della sezione che con- 
tiene a e c i semiassi massimo e minimo. Allora a r = a \/‘ 2 £, e 


l’errore dell’espressione precedente di V è dell’Ordine 4 = **r. 


& 


Il teorema essendo vero per un ellissoide solido omogeneo qua- 
lunque è anche vero per uno strato omogeneo qualunque limi- 
tato da ellissoidi concentrici di piccola ellitticità. Infatti il po- 
tenziale di un tale strato si può trovare sottraendo i potenziali 
degli ellissoidi che lo limitano, A + B-\-C per l’ Art. 6 essendo 
indipendente dalle direzioni degli assi. 

Finalmente, supponiamo che il corpo sia un ellissoide i di cui 
strati di eguale densità sono ellissoidi concentrici di piccola el- 
litticità, il contorno esterno essendo omogeneo. Allora la propo- 
sizione essendo vera per ciascuno strato, è anche vera per l’in- 
tero corpo. Si vegga il Cambridge and Dublin Mathematical 
Journal , 1851. 


193. La dimostrazione dei teoremi seguenti servirà come un 
esercizio sugli articoli precedenti. 

(1) Se la legge di attrazione fosse — 9 (dist.) invece del qua- 
drato inverso, il potenziale di un corpo sopra un punto qualun- 
que esterno S sarebbe rappresentato da dove è 

il coefficiente differenziale di 9 , (p). In questo caso, ragionando 
nello stesso modo, otteniamo 


V = (p) + 9 ' (p) 


A + B 4 - C 
4 



dove A , B } C ed / hanno gli stessi significati di sopra. 

Se (x\ y\ z) sono le coordinate di S riferito agli assi princi- 
pali in 6r, il momento dell’attrazione di S rispetto all’asse delle 

y è =- ~ — -•((?— A)x'z'. Si vegga l'Art. 133. 

? (1 ? p 


(2) Se l’ attrazione di un corpo sopra ogni punto esterno è la 
stessa di quella di un solo elemento situato in un punto, allora 
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la massa dell’elemento è eguale alla massa del corpo, il punto è 
il centro di gravità, ed a meno che la legge di attrazione non 
sia quella della distanza diretta, ogni asse condotto pel centro 
di gravità è un asse principale nel centro di gravità. Si vegga il 
Quarterly Mathematical Journal , 1857. 

(3) Se due corpi della stessa massa hanno i loro centri di gra- 
vità coincidenti ed i loro ellissoidi di girazione nei loro centri 
di gravità confocali , e se essi attraggono uno stesso punto lon- 
tano qualunque secondo la legge di natura, le loro attrazioni 
sono le stesse in direzione e grandezza. 

(4) Si descriva un ellissoide che ha i suoi semiassi a,ò,c tali che 

M\a ì =B+C-A+l , b'-—C+A-B+\, jlf? c^À+B-C+l 

dove X è a nostra disposizione e può essere una quantità qualun- 
que positiva o negativa che non rende a, l), c immaginarli. Si 
costruisca uno strato infinitamente sottile di massa ÀI limitato 
da ellissoidi simili e che ha questo ellissoide per una delle su- 
perficie del contorno. Allora le attrazioni del corpo dato o di 
questo strato sopra un qualunque punto esterno lontano sono le 
stesse in direzione e.grandezza. 

» 

(5) L’ attrazione di un corpo di cui due dei momenti princi- 
pali nel centro di gravità A e lì sono eguali e maggiori del terzo 
attrae un punto lontano come se la sua massa fosse egualmente 

l~A—C 

distribuita sopra una linea retta y 3— --situata perpendicolar- 
mente al piano di A , B col suo punto medio nel centro di gravi- 
tà. Questa proposizione è accuratamente vera se il corpo è uno 
strato infinitamente sottile limitato da sferoidi allungati simili. 
In ogni caso è necessario che i momenti eguali A, B siano mag- 
giori del terzo momento d’inerzia C. 

(6) Qualunque siano le grandezze relative dei tre momenti 
principali d’ inerzia, l’attrazione sopra un punto lontano è la 
stessa come se la massa fosse distribuita sulla conica focale del- 
l’ ellissoide descritto in (4) in modo che la densità in un punto 

AB 

qualunque V è proporzionale ad — dove AB è il diame- 


tro che passa per P. 


\lAP • BB 


194. Trovare la funzione della Forza dovuta all* attrazione di 
un corpo qualunque sopra un qualunque altro corpo lontano. 

Siano 6r, G’ i centri di gravità dei due corpi, e sia GG’ — lì. 


360 


PRECESSIONE E NUTAZIONE. 


Siano A , B , C\ A', B\ C' i momenti principali d’ inerzia dei due 
corpi in G e G 1 rispettivamente; 7, V i momenti d’inerzia ri- 
spetto a GG\ e siano M ì M ' le masse dei due corpi. 

Sia m r un elemento qualunque del corpo M' situato nel punto 
S, e sia GS = p. Allora il potenziale del corpo M in ni ' è 

*' - 1 — j , dove 7, e il momento d inerzia del eor- 


m 


i ? 


+ ■ 


3p 3 


po ili rispetto a GS. Dobbiamo ora sommare questa espressione 
per tutt’i valori di m’ . Questo dà, 


7)1 


MZ — + Im 
9 


'A + B+C- 37, 

2p 3 


Il primo termine con lo stesso ragionamento come sopra dà 

3/717' A'-f JF + C' — 37' 

+ 3/ 


li 


2 II* 


Nel secondo termine, siano x\ y\ z' le coordinate di w! rife- 
rito a G' come origine. Allora 

p = B ^1 4- — 4 quadrati di x\ y\ z^j 

7, = 7(1 4- clx' + \j>y' -}- ^z' + quadrati), 

dove a, sono costanti. Sostituendo questi, e rammentando 
che Zm'x'—Ò , Im'y'- 0, Zm'z'—O, otteniamo 

A + B 4- C — 37 ( /termini dipendenti dai\{ 

2 li* \ ^ Squadrati di x\ y\ z* JY 

Quindi la richiesta funzione della forza è 

Tr 3737' , _ A' + B' + C' — 37' A 4 B + C — 37 

I = — — 4- 3/ r 4- 37' 


li 


211 * 


211 * 


n i *\ 2 

L’errore di questa espressione è dell’ordine ( — j F, dove 7, 

7' sono dimensioni lineari qualunque dei due corpi rispettiva- 
mente. - * 


195. Trovare il ìnomento dell 1 attrazione del sole e della luna 
rispetto ad uno degli assi principali della terra nel suo centro 
dì gravità. 

Gli assi principali della terra nel suo centro di gravità si pren- 
dano come assi di riferimento, e siano a, f, *y gli angoli di di- 
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pozione del centro di gravità G' del sole. Allora se Fé il poten- 
ziale del sole o della luna sulla terra, abbiamo 

Tr mv „A' + JB'+C-Sr A -f 2 ? 4 - C — 37 
F = — - + M — + 31' 


li 


2R Z 


210 


dove le lettere senza accento si riferiscono alla terra e le lettere 
accentate al sole o alla luna. Se 0 è l’angolo che il piano con- 
dotto pel sole e per l’asse delle y fa col piano delle xy, allora 
dV 

-77- è il momento richiesto nella direzione nella quale dobbiamo 
(V) 1 

girare il corpo per accrescere 0. Dall’espressione precedente, 

poiché 0 entra solamente per 7, abbiamo 

£F__ 3 M’ di 

dO ~ 2 IO tfO* 

4> 

Ora I-A cos 2 a + B cos 2 (2-|-C cos 2 y> e per la Trigonometria sfe- 
rica, abbiamo 

cosy = sen 0 senO 

• # » 

cos a = sen 0 cos 0 ‘ , 

\ 


onde 


di 


— = — 2 (A — C) sen 2 g sen 0 cos 0 ; 


dO 


quindi il momento richiesto ) n 31’ , „ . 

• u ir =-3 — (C-A)cosacosY.. 

rispetto all asse delle y ) TO - ' 

Jn questa espressione la massa del corpo attraente ò misurata 
in unità astronomiche. Possiamo eliminare questa unità nel modo 
seguente. Sia ri la velocità media angolare del sole rispetto alla 
terra, lì 0 la sua media distanza, sicché se 31 ò la massa 'della 

M'+M . # 

terra, abbiamo — ■— - - —ri*. Ora 31 è molto piccola in paragone 

-“0 j\£ 

di Ì17', così piccola che — è dell’ordine dei termini già trascu- 


M' 


rati. Quindi negli stessi termini possiamo porre 77-1 =m' 2 , e perciò 

- - ♦ -“o* 




il momento dell’ attrazione del ) , 

sole rispetto all’asse delle y \=° n < 0 ~ A > COsacOS ^ 

Sia ri' la velocità media angolare della luna rispetto alla ter- 
ra, sicché, se 31" é la massa della luna, Ii 0 ' la media distanza, 
31" +M 

abbiamo '—=ri' 2 . Sia v il rapporto della massa della terra 
1 l o 

II. 46 
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a quella della luna, allora abbiamo 

* 

B' è la distanza della luna 
il momento dell’ attrazione della 

luna rispetto all’ asse delle y 


M"( 1+v) 


B ' 3 

JXq 


=n" 2 , e perciò se 


-~(C-A)cosaco^(^y. 


Nello stesso modo si possono trovare i momenti rispetto agli 
altri assi. Ponendo x per il coefficiente, abbiamo 


momento rispetto all’ asse delle x = — x {B — C) cos g cos y , 
momento rispetto all’asse delle z = — x {A — B) cosa cos (2. 


Movimento della Terra intorno al suo centro di gravità. 

196. Trovare il movimento del polo della terra intorno al suo 
centro di gravità quando è perturbato dall’ attrazione del sole e 
della luna ì la figura della terra essendo supposta di rivoluzione. 

Consideriamo l’effetto di questi due corpi separatamente. Al- 
lora, purché trascuriamo i termini che dipendono dal quadrato 
della forza perturbatrice, possiamo con l’ addizione determinare 
l’insieme del loro effetto. 

Il sole attrae le parti della terra più vicine con una forza leg- 
• germente maggiore di quella con la quale esso attrae le parti 
più lontane e così produce una piccola coppia che tende a girare 
la terra intorno ad un asse situato nel piano dell’ equatore e per- 
pendicolare alla linea che congiunge il centro della terra col cen- 
tro del sole. È l’ effetto di questa coppia che dobbiamo ora deter- 
minare. Essa evidentemente produce piccole velocità angolari 
rispetto ad assi perpendicolari all’ asse di figura. Supporremo 
inoltre che l’asse iniziale di rotazione coincida così prossima- 
mente con 1’ asse di figura, che si possano riguardare le velocità 
angolari rispetto ad assi situati nel piano dell’ equatore piccole 
in paragone della velocità angolare rispetto all’asse di figura. 

In primo luogo consideriamo 1* orbita del corpo perturbatore 
fìssa nello spazio. Ciò è molto prossimamente vero nel caso del 
sole, meno prossimamente per la luna. Questa limitazione del 
problema proposto si troverà che semplifica grandemente la so- 
luzione. Possiamo ora scegliere come nostri assi di riferimento 
nello spazio, la normale a questo piano fisso, e due altri assi nel 
piano del movimento. 

Prendiamo come assi di riferimento nella terra, GC l’asse di 
figura, GA } GB che si muovono nella terra in modo che il piano 
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AC sia sempre ad angoli retti al piano dell’orbita del corpo per- 
turbatore. Allora seguendo la solita notazione, le equazioni della 
Nutazione sono per l’Art. 105, 

a(^-^)-(A-C)^ = L 

c d -£ = 0 

dt 

L’ultima di queste equazioni mostra che to 3 è costante; si di- 
noti questo valore costante con n. 

Nella figura sia NS il piano del movimento del corpo pertur- 



0 



batore, Z il suo polo, S il corpo che si muove nella direzione da 
N ad S y e la sua longitudine misurata nella stessa direzione da 
I), intersezione del suo piano di movimento con l’ equatore, sia 
l. Sia 0 ~ZC, e sia l’angolo che ZC fa con un circolo massimo 
fisso ZX. Le equazioni geometriche saranno perciò 
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dO 

— ~ to» 
dt 2 

.db 

- sen 0 -rf- = co, 
dt 


(ii). 


_£& + **cosO- 
clt + dt C0SU_ 


co, 


«*X 


Si vede dall’ultima di queste equazioni che ~ differisce da 

- co tl per una quantità dell’ ordine co,. Quindi, siccome trascu- 
reremo i termini che dipendono dai quadrati o dai prodotti delle 
piccole quantità co,, co 2 , possiamo nei piccoli termini porre 


dt 


~—n. Le equazioni del moto diventano ora 

. dco, ~ x 
A -T 7 -f Cn co» = L 


dt 

c/cOj 

dt 


(III). 


— C n co , = M 


I momenti- L ed M sono stati trovati nell’ Art. 195. Abbiamo 
scrivendo [;. per il coefficiente, 


M = — p. cos a cos y 

= — [A sen 0 cos 0 cos 2 SN 


Similmente 


= — jjl sen 0 cos 0 


1 — cos 21 
2 


L = — ;jt sen 0 


sen 2 1 
2 


(IV). 


Per risolvere queste equazioni, dobbiamo sostituire per l il 
suo valore in termini di t. Poiché è così piccolo che il suo qua- 
drato si deve trascurare, possiamo in questa sostituzione sup- 
porre che 0 sia costante e che l sia misurata da un punto fisso 
nello spazio. Per la teoria del movimento ellittico, abbiamo 


l -- n'i + s' + 2e r sen («7 -f e' — 5) + ... 

dove c', e', £ sono rispettivamente l’eccentricità, l’epoca e la lon- 
gitudine del perigeo dell’ orbita del corpo perturbatore. Si vedrà 
che se si effettua la sostituzione L ed M saranno espressi in una 


✓ 
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serie di coseni e seni sicché possiamo porre 

L = 2 F cos (kt -f j) 

M = 26? sen(X7 + j) 

* 

dove X è un multiplo di n' ed è perciò piccolo. 

Per trovare io,, io 2 poniamo 

io, = 2P sen(X7 +j) ) 
w 2 = 2# cos (X7 + j) } * 

allora sostituendo troviamo facilmente 

APl+CnQ=:F ' 

AQk + CnP = -G " - 

I termini più importanti nei valori di L ed M 3ono quelli in 
cui X=0 o X=2 n'. In tutti gli altri termini F e 6? contengono 

potenze di e '. Quindi essendo — = 7777* possiamo considerare X 

n odo 

piccolo. È chiaro inoltre che quando sostituiamo nelle equazioni 
geometriche i valori di co,, io* per trovare 0 e nessun termine 

sorgerà nell’ integrazione in cui X non è piccolo. Abbiamo perciò 

F G 

molto prossimamente #=— , P = — — , 0 sostituendo 

C fi yjìl 


IO, 

(*> 2 


M 1 

Cn I 

L_ ì 
Cn ) 



« 

Il movimento quindi del polo della terra nello spazio riferito 
al polo dell’ orbita del corpo perturbatore come . origine è dato 
dalle equazioni 


(70 

(ìt 


2 Cn 


sen 0 sen 27 



~r cos 0 ( l - cos 27) 

(sii t 


(VI). 


107. In questa soluzione non abbiamo considerato ancora le 
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Funzioni Complementari. Per trovare queste dobbiamo risolvere 


A C ^~- 4 - Cmo 2 = 0 
ut 

A - Cmo, — 0 
a t 


Troviamo facilmente 


w,= Hsen (^- 1 + KJ 

TT ( C 11 1 tA 

CO 2 ==— li COS I ■ -J- t + K ) 


Le quantità Ile K dipendono dai valori iniziali di co, , (o 2 . 
Siccome questi valori iniziali sono ignoti li e K si debbono de- 
terminare con l’osservazione. Se II avesse un valore sensibile 
si scoprirebbe per le variazioni prodotte da esso nella posizione 
nello spazio del polo della terra. Il periodo di queste sarebbe 
2z 

n 

terra, questo periodo è prossimamente eguale ad un giorno. Nes- 
suna di tali ineguaglianze è stata trovata. Se però esistesse una 
tale ineguaglianza potremmo considerare questi due termini in- 
sieme come una separata ineguaglianza da aggiungersi poi a 
quella prodotta dagli altri termini di io,, io 2 il di cui periodo è 
la metà di un anno. 

L’effetto della funzione complementare sul movimento del 
polo della terra è stato già considerato. Il movimento è lo stesso 
come se la terra ad un istante qualunque fosse messa in rota- 
zione intorno ad un asse i di cui coseni di direzione sono pro- 

Cn 

~A 

poi lasciata a sè stessa. L’ asse istantaneo descriverà un cono 
retto di piccolo angolo intorno all’asso di figura ed anche un 
cono retto di piccolo angolo nello spazio. Quindi per questa causa 
non vi può essere alcun cambiamento permanente nella posizio- 
ne nello spazio dell’ asse della terra. Si vegga l’Art. 164. 


porzionali ad II sen ),-// °° s ( 


0 


t + K ) ed n e 


-- , siccome A e C sono prossimamente eguali nel caso della 


198. Per trovare la posizione nello spazio del polo C della 
terra alla fine di un tempo qualunque t dobbiamo integrare le 
equazioni (VI). Poiché trascuriamo il quadrato della forza per- 
turbatrice possiamo nel secondo membro considerare 0 costante, 
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ed l misurata da un punto fisso nello spazio. Per la teoria del 
moto ellittico abbiamo 

E- ~ = costante 
eli 


= i? 0 2 n' Vi — e'*. 

(Il \ 3 

Ora contiene il fattore ( ) , poniamo allora 


is - 


(§)’■ 


3 C—A 

sicché nel caso in cui il sole è il corpo perturbatore — — — , 

e nel caso della luna S = ^ ^ ^ ■= — — . 

2 C 1 +v 


Le equazioni diventano ora 

s d< > __ tj ri Il 0 

di n li x ll - e'» 


3en 0 sen2£ 


S — cosQ (1 — cos 2 D' 

eli n ji N /i _ e 'i 

Dall’equazione dell’ellisse abbiamo 

n ° (1 ~ - 2) = 1 + e' cos (l - L). 

JLb 

Se questo valore di E si sostituisce nelle equazioni sarà chiaro 
che tutt’ i termini che contengono e' sono periodici e non salgono 
nell’ integrazione in modo da divenire egualmente importanti 

degli altri. Poiché quindi e r è piccola essendo eguale circa ad , 

sarà inutile di calcolare questi termini. Abbiamo perciò 


0 = cost. -f- S 
= cost. — S 


n 
2 n 
n' 
n 


sen 0 cos 21 
cos 0 




n 


199. Consideriamo prima il significato del termine — S — cosOZ 


n 


nel valore di <{;. Un punto C 0 descriva un circolo minore intorno 
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al polo 7, dell’orbita del pianeta perturbatore, la distanza CZ 

essendo costante ed eguale al valore medio di 0. Sia la velocità 

^ 2 •* 

uniforme ed eguale ad S — cosO, e sia la direzione del movi- 
ci 

mento ojiposla a quella del corpo perturbatore. Allora C 0 rap- 
presenta il movimento del polo della terra per quanto concerne 
questo termine. Questo moto uniforme si chiama Precessione. 

In seguito consideriamo i due termini 

'ì'ì! 

SO = S — senO cos 21 
2 n 

n ' 

. 5^ = S — cos 0 sen 21 

Imtfb ' 

Se poniamo x = senO y = 50, abbiamo 




x 2 

cosO senO 



V 2 


S^— sen 0 
2 n 




che è l’equazione di un’ellisse. 

* * 

Descriviamo quindi intorno a C 0 come centro un’ ellisse i di 

ìi/ ìi! 

cui semiassi sono S cosO senO ed S r— sen 0 rispettivamente 

2 n 2 n 

perpendicolare a e secondo ZC\ ed un punto O, descriva questa 
ellisse in un periodo eguale alla metà del tempo periodico del 
corpo perturbatore. Inoltre la velocità di C ì sia la stessa come 
se esso fosse un punto materiale attratto da un centro di forza 
nel centro che varia come la distanza. Allora C i rappresenta il 
movimento del polo della terra affetto dalla Precessione e dalle 
parti principali della Nutazione. 

Se avessimo scelto da includere nei nostri valori approssimati 
di 0 e ^ un piccolo termine qualunque di ordine superiore, a- 
vremmo potuto rappresentare il suo effetto col movimento di un 
punto C 2 che descrive un’altra piccola ellisse col centro in C x . 
Ed in simil modo descrivendo successivamente delle ellissi pos- 
siamo rappresentare geometricamente tutt’i termini di 0 e <{;. 


3 C — A 

200‘. Nel caso del sole abbiamo S= - — — — , sicché la pre- 

2 C 

cessione in un anno è ^ -2-— — — cos02t:. Si mostra nei trattati 

2 C n . 
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C—A 

sulla Figura della Terra die vi ò ragione da porre — -^—=0,0031. 

n' 1 ^ 

Inoltre abbiamo — = r-rr , e 0 = 23°, 8'. Questo dà una preces- 
si odo 

sione di circa 15", 42 per anno. Similmente i coefficienti della 
Nutazione Solare in e 0 si trovano rispettivamente essere 1",23 
e 0",53. Se supponessimo l'orbita della luna fissa, potremmo 
trovare in modo simile il movimento del polo prodotto dalla 
luna riferito al polo dell’ orbita della luna. In questo caso 

S = ^ — . Il valore di 0 varia tra i limiti 23°+5°. Po- 

2 C 1 + v ' — 


nendo — = — , v = 80, 0 = 23°, troviamo una precessione in un 

U Lt ( ■ 

anno poco più del doppio di quella prodotta dal sole. Ma i coef- 
ficienti di ciò che sarebbero le nutazioni sono circa un sesto di 
quelli prodotti dal sole. 


201. Nella investigazione precedente abbiamo considerata 
l’orbita del corpo perturbatore fissa nello spazio. Se non è così, 
dobbiamo prendere il piano CA perpendicolare alla sua posizione 
istantanea nell’istante che si considera. In questo caso le equa- 
zioni geometriche (II) richiederanno qualche alterazione. Tra- 

, .. , . city f efX , dv 

scurando come prima il termine — 7-cosO, avremo ora =— n -\— r 

dt dt dt 


dove v è un piccolo termine che dipende dal movimento del pia- 
no dell’orbita. Questo termine sarà molto piccolo paragonato 

d/ 

con w, e quindi possiamo porre tuttora ~ = — n noi piccoli ter- 


mini. Le equazioni dinamiche non saranno perciò materialmente 
alterate. Riguardo alle altre duo equazioni geometriche, è chiaro 
che o> 2 , co, continueranno ad esprimere le parti risolute della ve- 
locità di C nello spazio secondo e perpendicolarmente alla posi- 
zione istantanea di ZC. Tutto il cambiamento che sarà necessa- 
rio è quindi di riferire queste velocità date dalle equazioni (VI) 
ad assi fissi nello spazio, e poi con l’integrazione troveremo il 
movimento di C . Questo è l’andamento che seguiremo nel caso 
della luna. 


202. Dare una spiegazione genemle del modo in cui V attra- 
zione del Sole produce la Precessione e la Nutazione. 

Se un corpo è messo in rotazione intorno ad un punto fisso O 
non sollecitato da alcuna forza, sappiamo che le quantità di moto 
di tutti gli elementi sono insieme equivalenti ad una coppia che 
II. 47 
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rappresenteremo con G intorno ad un asso chiamato la linea in- 
variabile. Sia T la- forza viva del corpo. Se si tira un piano per- 

pendicolare all’ asse di G ad una distanza — — - z 2 dal punto fisso, 

(r 


allora l’intero movimento è rappresentato facendo che l’ellissoi- 
de dei momenti il di cui parametro è z rotoli su questo piano. 
Nel caso della terra, l’asse 01 d’ istantanea rotazione coincide 
così prossimamente con l’asse di figura OC che il piano fìsso sul 
quale rotola l’ ellissoide è molto prossimamente un piano tan- 
gente nell’estremità dell’asse di figura. Questo è così prossima- 
mente il caso che trascureremo i quadrati di tutt’i piccoli ter- 
mini elio dipendono dalla parte risoluta della velocità angolare 
intorno ad un asse qualunque della terra perpendicolare all’asse 
di figura. 

Consideriamo ora come questo movimento è perturbato dall’a- 
zione del sole. Il sole attrae le parti della terra più vicine con 
una forza leggermente maggiore di quella con la quale attrae 
le più lontane. Quindi quando il sole è al nord o al sud dell’e- 
quatore la sua attrazione produrrà una coppia che tende a girare 
la terra intorno a quell’ asse nel piano dell’ equatore che è per- 
pendicolare alla linea che congiunge il centro della terra col sole. 
Sia la grandezza di questa coppia rappresentata da a, e suppo- 
niamo che essa agisca impulsivamente ad intervalli di tempo dt. 

Ad un istante qualunque questa coppia genererà una nuova 
quantità di moto a dt intorno all’asse della coppia a. Questa si 
deve comporre con la quantità di moto esistente G , per formare 
una coppia risultante G'. Se l’ asse di a fosse esattamente per- 
pendicolare a quello di ^ avremmo G' = \' G' 2 -\- (ad t) 2 =G ultima - 
mente. 


Sia 0 l’ angolo che l’asse di G fa con OC, allora 0 è una quan- 
tità di quell’ordine di piccole quantità il di cui quadrato si deve 
trascurare. Prendendo il caso quando OG , OC e l’asse di a sono 
in un piano, poiché questo è il caso in cui G' differirà maggior- 
mente da 6r, abbiamo 


G’ 2 = (G cos 0 ) 2 + (6? sen 0 + a dt) 2 

= G 2 -f 2G a senO di (1). 


Allora a e 0 essendo dello stesso ordine di piccole quantità, il 
termine a senti si deve trascurare. Quindi abbiamo G' ~ G. Ma 

odi 

l'asse di G è alterato nello spazio per un angolo in un piano 

G 

che passa per OG e per l’asse di a. 
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Consideriamo in seguito come la forza viva T è alterata. Se 
T' è la nuova forza viva abbiamo 

T' — T= 2 volte il lavoro fatto dalla coppia* a 

= 2a (io cos p) cìt ' (2) 

dove co cos$ è la parte risoluta della velocità angolare intorno 
all’asse di a. Per la stessa ragione di sopra il prodotto di questa 
velocità angolare e di a si deve trascurare. Quindi abbiamo 

\!~ì y 

T'~T. Segue da questi risultati che la distanza del piano 

fisso dal punto fisso non è alterata dall’ azione di a. 

Così il piano fìsso sul quale rotola l’ellissoide si mantiene alla 
stessa distanza dal punto fissò, sicché le tre linee OC, 01, OC 
essendo inizialmente molto vicine tra loro rimarranno sempre 
molto ravvicinate tra loro. Ma la normale OG a questo piano ha 
un movimento nello spazio, quindi le altre debbono accompa- 
gnarla. Questo movimento ò ciò che chiamiamo Precessione o 
Nutazione. 

Finalmente questi piccoli termini che sono stati trascurati non 
si accumuleranno continuamente in modo da produrre alcun ef- 
fetto sensibile. Siccome la terra si rivolge in un giorno, l’asse 
OC descriverà un cono di piccolo angolo 0 intorno ad OG . L’asse 
intorno al quale il sole genera la velocità angolare a è sempre 
ad angoli retti col piano che contiene il sole ed OC. Quindi, ri- 
guardando il sole come fisso per un giorno, 1* angolo 0 nell’equa- 
zione (1) cambia il suo segno in ogni metà di giorno. Così G' è 
alternativamente maggiore e minore di G. Similmente poiché 
l’ asse istantaneo descrive un cono intorno ad OG si può mo- 
strare che T ' è alternativamente maggiore e minore di T. 

203. Tracciamo il movimento dell’asse OG per un intero anno. 
Si descriva una sfera col centro in 0 e riferiamo il movimento 
alla superficie di questa sfera. Sia K il polo dell’eclittica ed il 
sole 8 descriva il circolo DFFH di cui K è il polo. Sia DF un 
circolo massimo perpendicolare a KG, allora siccome OG e l’asse 
di figura della terra sono così vicini tra loro che possiamo con- 
siderarli come coincidenti, D ed F saranno le intersezioni dei- 
fi equatore e dell’eclittica. Quando il sole ò al nord o al sud 
dell’ equatore, la sua attrazione genera la coppia a, la quale sarà 
positiva o negativa secondo che il sole è da una parte o dall'al- 
tra. Questa coppia svanisce quando il sole passa per l’equatore 
in D o F. Se il sole è dovunque in JDEF , cioè a nord dell’equa- 
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tore, G si muove in una direzione perpendicolare all’arco GS 
verso D. Se il sole è dovunque in FUI), a ha il segno opposto e 


O 



quindi G si muove di nuovo perpendicolarmente alla posizione 
istantanea di GS ma tuttora versoi). Considerando Teffetto totale 
prodotto in un anno mentre il sole descrive il circolo DEFH , ve- 
diamo che G si muoverà per uno spazio molto piccolo verso 2), 
cioè nella direzione opposta al movimento del solo. Risolvendo 
questo secondo la tangente al circolo di centro K e raggio KG, 
vediamo che il movimento di G è costituito di (1) un movimento 
uniforme di G lungo questo circolo indietro, che si chiama Pre- 
cessione, e (2) di un’ineguaglianza in questo movimento uni- 
forme che ò una parte della Nutazione Solare. Ancora moven- 
dosi il sole da D ad E, G si muove all’ indentro sicché la di- 
stanza KG diminuisce, ma movendosi il sole da E ad F , KG 
aumenta. Sicché nel complesso la distanza KG è inalterata con 
un’ineguaglianza che è l’altra parte della Nutazione Solare. 

È evidente che ciascuna di queste ineguaglianze percorre il 
suo periodo nella metà di un anno. 

204. Spiegare la causa dalla Nutazione Lunare. 

L’attrazione del sole sulle parti protuberanti dell’equatore 
terrestre fa descrivere al polo C della terra un circolo minore 
con velocità uniforme intorno al polo K dell’ eclittica con due 
ineguaglianze, l’una in latitudine e l’altra in longitudine, il di 
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cui periodo è la metà di un anno. Queste due ineguaglianze si 
chiamano le Nutazioni Solari. Nello stesso modo l’ attrazione 
della luna fa descrivere al polo della terra un circolo minore in- 
torno al polo M dell’orbita lunare con due ineguaglianze. Queste 
ineguaglianze sono molto piccole e di breve periodo, cioè quin- 
dici giorni, e sono perciò generalmente trascurate. Tutto ciò di 
cui si tien conto è il movimento uniforme di C intorno ad ili". 
Ora K è l’origine di riferimento, quindi se M fosse fisso il mo- 
vimento di C intorno ad M sarebbe rappresentato da un lento 
movimento uniforme di C intorno a K insieme con due inegua- 
glianze di cui la grandezza sarebbe eguale all’ arco MK o 5 gradi 
e di cui il periodo sarebbe molto lungo, cioè eguale a quello di 
C intorno a K prodotto dal movimento uniforme. Ma sappiamo 
per la Teoria Lunare che ilfdescrive un circolo intorno a K come 
centro con una velocità molto più rapida di quella di C. Quindi 
il movimento di C sarà rappresentato da un lento movimento 
uniforme intorno a K insieme con due ineguaglianze le quali 
saranno tanto più piccolo quanto più grande è la velocità di M 
intorno a K e il di cui periodo sarà prossimamente eguale a 
quello di Jlf intorno a X . Questo periodo sappiamo che ò di circa 
19 anni. Queste due ineguaglianze si chiamano la Nutazione Lu- 
nare. Si vedrà che la loro origine è diversa da quella della Nu- 
tazione Solare. 


205. Calcolare la Precessione e la Nutazione Lunare. 

Sia K il polo dell’ eclittica, Jlf quello dell’orbita lunare, C il 
polo della terra. Sia XX un arco fisso qualunque, XC — Q, 
XXC=^ò, allora dobbiamo trovare 0 e è in termini di t. Da 
quello che precede la velocità di C nello spazio è ad un istante 
qualunque in una direzione perpendicolare ad ilfC, ed eguale a 


3w" 2 C-A 
2 n C 


- cos MC sen il LC. 

1 -1- v 


Per brevità rappresentiamo con P il coefficiente di cos MC 
sen ilfG. Allora risolvendo queste velocità secondo e perpendico- 
larmente a K C, abbiamo 

~~-r senMC cosi MC nenKCIM ì 
clt f 

sen 0 ~ = — P senMC cosili C cos K CM \ 
clt J 

Per la teoria lunare sappiamo che M retrocede intorno a K 
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uniformemente, la distanza KM rimanendo inalterata. Sia quin- 
di KM—i , e l’angolo XKM— — mi fa... 

Ora per la trigonometria sferica, 

cos MC = cos i cos 0 4* sen i sen 0 cos MKC , 

_ _ cos i — cos MG cos 0 

sen MC eos K CM — 

sen 0 

= cosi senO — seni cosO cosMKC, 
sen MC sen K CM = sen i sen Mli C. 

Sostituendo questi, abbiamo 

~ — — P jseni cosi cosO senilOt C 4- \ sen 2 i senO scn2 MK cj 
dt { 2 ) 


sen 0 '-t- = — P 
dt 


sen 


0 cos 0 ^cos 2 i — ^ sen 2 i^ 


1 


— sen i cos i cos 20 cos MK C — sen 2 i sen 0 cos 0 cos 2MK C 

LÀ 


Per una prima approssimazione possiamo trascurare le varia- 
zioni di 0 e cj; quando sono moltiplicate per la piccola quantità 

P. Quindi — • contiene solamente termini periodici, e Pinclina- 

clt . dò 

zione 0 non ha un’alterazione permanente. Ma ~ contiene un 

(IO 

termine indipendente da MKC\ considerando solamente questo 
termine, abbiamo 

= costante — P cos 0 ^cos 2 / — ~ sen t. 

Questa equazione esprime il movimento di precessione del 
polo dovuto all’ attrazione della luna. Possiamo scrivere questa 
equazione nella forma 

Per trovare le nutazioni, dobbiamo sostituire per MKC il 
suo valore approssimato 

MK C = (— m 4- p) t -f a — <J> 0 . 
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<\r K 
0(0 


Abbiamo allora dopo l’ integrazione 


, , PsenicosicosO Psen 2 isenO , rTr ^ 

0 = cosi. cosMKC — — cos 2 7! IKC. 


m — p 

K 


4 (m — p) 



X 


Il secondo di questi due termini periodici essendo circa una 
cinquantesima parte del primo, che ò esso stesso molto piccolo, 
ordinariamente si trascura. Inoltre p è molto piccolo in para- 
gone di m, quindi abbiamo 



P sen i cos i cos 0 
m 


cos MKC. 


Questo termine esprime la Nutazione Lunare nelbobbliquitù. 
Nello stesso modo integrando l’espressione di 6, c trascurando 
i termini molto piccoli, abbiamo 


PcosQ ^cos 2 i— ~ sen 2 i^£-P 


sen2i cos 20 
■ ■ ■ • - 1 1 ■ 

2 ?/i sen 0 


sen MKC. 


L’angolo MKC è la longitudine del nodo ascendente della luna, 
e la linea dei nodi si sa che compie una rivoluzione in circa 18 
anni e 7 mesi. Se rappresentiamo questo periodo con T abbiamo 

MIC C = — ~ t costante. 


Movimento della Luna intorno al suo centro di gravità. 

20G. Il centro di gravità di un corpo rigido descrive un’orbita 
clic è prossimamente circolare intorno ad un centro mollo lontano 
di forza, che varia inversamente come il quadrato della distanza, 
c situato in tino dei piani principali pel centro di gravità. Si 
cerca di determinare il moto. 
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Siano GA , GB, GC gli assi principali in G, il centro di gra- 
vità del corpo, e GC l’asse perpendicolare al piano in cui si 
muove G. Siano A, B , C i momenti d’inerzia rispetto a GA, 
GB, GC rispettivamente, e sia ilf la massa del corpo. 

Sia 0 il centro di forza, ed Ox la linea iniziale. Sia OG — r , 
GOx — 0. Supponiamo che il corpo giri intorno al suo asse OC 
nella stessa direzione nella quale il centro di gravità descrive la 
sua orbita intorno ad 0, e sia l’angolo OGA — 9. 

Ora se V è il potenziale dovuto al centro di forza, 

Tr _ M , A + B 4- C - 31 
V ~ r + 2 r 3 


ed 1= A cos 2 ? + B sen 2 9. 

Quindi le forze che agiscono sul centro di gravità del corpo 


sono 


1* 


dV 

dr 


J^fjl 3 A + B -V C- 37 | 


r 


U 


Mr 2 


) 


secondo OG, e 


dV ixM 3B-A 
— ja — ~ sen 2» 

rdo r 2 2 Mr 2 

perpendicolare ad OG, dove p è una costante che dipende dal- 
l’intensità del centro di forza. 

Il momento delle forze clic tendono a girare il corpo intorno 
a G è - 

dV \i.M 3 B — A n 
I *- = -—« ^rrr- sen2?. 


dy 


r 2 Mr 2 


Le equazioni del moto sono perciò 

1 l (* = £ 3 

r dt \ di/ r 2 2 


db- 

dì* 


p ( 3 A + B + C - 3 I{ \ 

r 1 r + 2 m7 ! i 


ZB-A „ 

2 TfrT Sen2 ? 

11.311- A 


tM 

cW + 7H‘- r> 2 C SCn 


È dato che il centro di gravità del corpo descrive un’orbita 
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che è prossimamente circolare. Quindi possiamo porre 

r = c (1 + p) ; | 


dù 

dt 


dty 




dove p e sono piccole quantità i di cui quadrati si possono 

trascurare. Possiamo anche porre r—c nei piccoli termini nei 
secondi membri di queste equazioni. Sostituendo e riducendo, 
le equazioni diventano 

% 

<l ~- 3 »*p - 2n-- ^ | « Y - | cos 2 9 


clt* 


o (? p 3 

2 di + w = 2 ^ sen2t ? 


d 2 o d 2 ò 3 J? — 0 

3F + M ^ = _ 2 — c~ w sen2<? 


dove 


T = 


j5-ul 

JKc* 


r = 


2C-A-B 
3J*fc* ' 


Per ipotesi, la grandezza lineare del corpo ò piccola in para- 
gone della sua distanza dal centro di forza. Quindi -y, *y' sono 
entrambe piccole quantità almeno dell’ ordine del quadrato del 
semi-diametro angolare del corpo, veduto dal centro di forza. 
Se A, B , ( 7 , sono prossimamente eguali, come nel caso della 
tèrra o della luna, *y, -y' saranno tutte e due estremamente pic- 
cole. Possiamo perciò, da principio, trascurare i termini che con- 
tengono y e f , e considerare il loro effetto dopo. In questo caso, 
le due prime equazioni che determinano re 0 in termini di /, 
non contengono la forza perturbatrice. Quindi il movimento del 
centro di gravità è lo stesso come se l’ intera massa fosse riunita 
in quel punto. 


207. Se altre forze oltre di quelle dovute alla forza centrale 
agiscono sul corpo, le equazioni del moto dovranno modificarsi. 
Questo è il caso quando il corpo che si considera è la luna. Nel 
secondo membro della prima e della seconda equazione, abbiamo 
forze dovute alle attrazioni perturbatrici del sole e di altri corpi. 
Queste producono, come si mostra nella Teoria Lunare, termini 

nelle espressioni di r e ^ della forma 

dt 

II. 48 
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* 

r = c j 1 + L cos (pt 4- a) 4- ... \ , 

JO . 

- - = w + ^ + TlTw cos 4- a) + . . . 
eie 

9 

dove f è un coefficiente molto piccolo che produce un cambia- 
mento secolare nella velocità angolare della luna. 

208. Se sostituiamo il valore di — nella terza equazione, ab- 

a t 

biamo l’equazione seguente per determinare 9, 


<P 9 
dt 2 


n * = 


Z Jì — A 

- — - — • sen 29 - p 4- npM sen (pt 4- .. (I). 


Ora se 9 non è piccolo, i termini principali nel secondo mem- 
bro di questa equazione saranno i primi, due. Quindi possiamo 
approssimarci al valore di 9 prendendo 


d 2 9 
cH* “ 


Z B — A 

2 — ( j — sen 2 9 — 


9 - 


Supponiamo che B sia maggiore di A ì sicché 9 è l’angolo che 
1’ asse del minimo momento fa con OG , e per brevità poniamo 

= Allora integrando, abbiamo 


n~ - 


2 C 




+ y cos 29 - 2^9 , 


dove //è una costante arbitraria. Per eliminare 77, si sappia che 

do 

in un dato istante (iniziale 0 no) <p=e, -~—m. 


Allora 


a s 

?>ì 2 = li 4- A- cos 2s — 2 gs ; 

u 


onde 


= ^ ^ sen * £ + 2fc — # 2 sen 2 9 — 2 £9 

= L — q 2 sen 2 9 — 2 (J9, 


dove L si è scritto per i termini indipendenti da 9. È chiaro elio 
il secondo membro di questa equazione deve essere positivo du- 
rante il moto. Se le condizioni iniziali sono tali che L è positivo 0 
piccolo in paragone di #, è chiaro che 9 non può essere mai gran- 
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de. In fatti, p essendo molto piccolo in paragone di sen<? deve 

essere sempre minore di-~^. In questo caso l’asse principale 

GA farà piccole oscillazioni e la sua posizione media tenderà 
sempre molto prossimamente al centro di forza. Per trovare que- 
ste piccole oscillazioni dobbiamo ricorrere all* equazione (I). Es- 
sendo 9 piccolo, abbiamo 

» fl- o 

+ g 2 9 = - P + npM sen (pt + a) ... 

onde 9 = 7/ sen ( qt + K ) — ~ -f M - v - ^ sen {pt + a) + ... 

q- Q.~ — P* 


Se le condizioni iniziali sono tali che 



non è minore del- 


l’unità, non vi sono limiti al valore di 9. Se q è piccolo, abbia- 
mo per una prima approssimazione 9=m£-fe. Per una seconda, '* 
abbiamo - . * .. 


G~ 1 

sen2(w£+s)— -{i£ 2 --il/— sen(jpH-a)-f ... 

209. Possiamo applicare questi due risultati a spiegare per- 
chè la luna rivolge sempre la stessa faccia alla terra, mentre la 
terra non rivolge sempre la stessa faccia al sole. Se supponiamo 
che la luna ad un istante qualunque si muova col suo asse di 
momento minimo rivolto verso la terra e che la sua velocità an- 
golare intorno al suo asse di rotazione sia prossimamente eguale 
a quella della luna intorno alla terra, allora Tanalisi precedente* 
mostra che l’asse di momento minimo ^continuerà sempre a ri- ’ 
volgersi molto prossimamente alla terra. La velocità media an- 
golare della luna intorno al suo asse diventerà immediatamente 
eguale a quella della luna intorno alla terra e parteciperà di tutti 
i suoi cambiamenti secolari. 


210. Paragonando il valore di 9 ottenuto dalla teoria con i ri- 
sultati dell’ osservazione possiamo sperare di ottenere alcuno in- 

• 7? A. 

dicazioni del valore di q l -e quindi di — — — . So il termine ' 

0 

Hsen(qt+K) si potesse conoscere con l’osservazione, dedurrem- 

JB—A 

mo il valore di — — — dal suo periodo. 

C • 

« • 

Tra gli altri termini dell’ espressione di 9 quelli saranno il 
meglio adatti a scoprire il valore di q che hanno i più grandi 
coefficienti, cioè quelli in cui o il numeratore - M è il più grande 
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o il denominatore. q*-p* il più piccolo possibile. Esaminando il 
. valore numerico dei loro coefficienti Laplace ha mostrato che se 
fi— A 

— py— fosse grande come 0,03 l’ineguaglianza ellittica si potrebbe 

riconoscere con l’osservazione, e che se esso fosse tra 0,0014 o 
0,003 l’equazione annuale si potrebbe osservare. 

211. Il movimento di un corpo rigido intorno ad un centro 
lontano di forza è stato investigato nella supposizione che il mo- 
vimento abbia luogo interamente in un piano. Esaminando le 
equazioni scritte nell’ Art. 206, ‘vediamo che esse sarebbero sod- 
disfatte esattamente se r fosse costante e 9=0. Il caso perciò in 
cui il centro di gravità descrive un’orbita circolare, ed il corpo 
rigido volge sempre Y asse di momento minimo verso il centro 
di forza è uno di movimento fermo. L’investigazione precedente 
mostra ancora che questo movimento è stabile per tutte le per- 
turbazioni che non alterano il piano del movimento. Rimane ora 
a determinare l’ effetto di queste perturbazioni nel caso più ge- 
nerale quando il movimento ha luogo in tre dimensioni. 

L’ interna attrazione del centro di forze sul corpo è equivalente 
ad una sola forza agente nel centro di gravità, e ad una coppia. 
Se la grandezza del corpo è piccola paragonata con la sua di- 
stanza dal centro di forza, possiamo trascurare l’effetto del mo- 
vimento del corpo intorno al suo centro di gravità nel modificare 
la forza risultante. Il movimento del centro di gravità sarà al- 
lora lo stesso come se il tutto fosse riunito in un solo elo mento. 
-Il problema si riduce perciò al seguente. Un corpo rigido gira 
. intorno al suo centro di gravità G , ed è sollecitato da un centro 
di forza E che si muove in dato modo. Nel caso in cui il corpo 
rigido è la luna questo centro di forza, cioè la terra, si muove ili 
un’orbita prossimamente circolare in un piano che esso stesso 
anche ha un lento movimento nello spazio. Questo movimento ò 
tale che una normale GM all’orbita istantanea descrive un cono 
di piccolo angolo intorno alla- normale GK all’eclittica. Le duo 
normali mantengono un’ inclinazione prossimamente costante di 
circa 5°, 8'*, ed il movimento delia normale all’orbita istantanea 
è prossimamente uniforme. 

• 

212. Sarà chiaramente conveniente di riferire il movimento 
agli assi GX, GY, GZ fissi nello spazio tali che GZ sia normale 
all’eclittica. Siano GA , GB, GC gli assi principali della luna 
al centro di gravità G. Siano (p, q, r) i coseni di direzione di 
GZ riferito agli assi coordinati GA, GB, GC. Allora abbiamo, 
poiché GZ è fisso nello spazio, 
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cip 

dt 

da 

dt 

clr 

dt 


io 3 q -f Lopr = 0 
Wj'r -I- co 3 p = 0 

0) 2 p + ( 0,2 = 0 



Ora il nostro oggetto si è di trovare le piccole oscillazioni intor- 
no allo stato di movimento fermo in cui GZ , GC , GM coincido- 
no tutti. Avremo perciò p, </, co,, co* piccoli tutti, ed r molto pros- 
simamente eguale all’ unità. Le equazioni (I) diverranno perciò. 

dp 

- nq + co 2 = 0 

dt 

da 

--to t +np = 0 

dove n ò il valore medio di co 3 . 

Siano X, v i coseni di direzione del centro di forza E veduto 
da G. Allora abbiamo per lo equazioni di Eulero e l’ Art. 105, 



A — (B — C) co 2 co 3 = — 3 n' 2 ( B — C) jàv 1 

CIO jj 

• B~ -(C = -3ri*(C-A)vl > ... (II). 

CIO 1 

(li.) • % u * * 

C B) co, c> 2 = - 3 (A - B) X;r ] 


Nel caso del movimento fermo, il corpo rigido rivolge sempre 
l’asse (GA) del momento minimo verso il centro di forza, ed 
Abbiamo allora |j.ev entrambe piccole quantità, sicché 
nella prima equazione possiamo trascurare il loro prodotto p.v, 
e nella seconda equazione possiamo porre‘vX = v. Inoltre, pos- 
siamo porre oj 3 ~n=n' nei piccoli termini. 

Se l è la latitudine della terra veduta dalla luna, abbiamo 


sen l = cos ZE = pX + gpi + rv = p + v prossimamente. 
Quindi le due prime equazioni di Eulero prendono la forma 


A - (S ~ C) rno, = 0 

B — (C — A) n co | = - 3 n l ( C — A){— p + sen/) 
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So la terra, veduta dalla luna, si suppone che si muova in 
un’ orbita circolare in un piano che serba una costante inclina- 
zione tan _1 & all’eclittica, e di cui la longitudine del nodo è 
— gt + ?» avremo 

sen l = Tc sen (n't + gt — £) . 

In questa espressione g misura la ragione secondo la quale il 
nodo retrocede, ed è circa la duecento cinquantesima parte di n. 

Riguarderemo perciò - come una piccola quantità, 



Per risolvere queste equazioni, si troverà conveniente di so- 
stituire per co, , co* i loro valori in termini dij?, q. Abbiamo 
allora 

A g +(M B - C) n£ - n-(B - C) 2 = 0 . 

- » « 

B ■— — (A+B - C)n^|+4« 2 j( C -A)p=3ri*( C—A)senl 

Per trovare p ì q poniamo 

* 

P = P sen J («' + g) t - $ J ) 
a - Q cos { (»' + g) t - p 1 j ’ 

dove P, Q sono costanti da determinarsi con la sostituzione nel- 
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l’equazione. Abbiamo 
Q\A(n+g) 2 ± ( B - C)n 2 j =P( A+B- C)n(n+g) 

P ! B(n+ g) 2 - 4( C- A)n 2 j - Q(A+B- C)n(n+g)= -3 «**( C--4) 


Possiamo risolvere queste equazioni per trovare P e Q accura-' 

_ T a „ , . A . A-B B-C C-A 

tamente. Nel caso della luna ì rapporti , ■ — , — ^ e 

- sono tutti piccoli. Se quindi trascuriamo i prodotti di queste 

n Q * 9 

piccole quantità, la prima equazione ci dà — = 1 . La se- 

conda equazione darà allora 


P = 


8 nJc(C-A) 
on(C-A) — 2Bg * 


Essendo g molto piccolo in paragone di n , possiamo riguar- 
dare P e Q come eguali. 


213. Le funzioni complementari si possono trovare nel modo 
solito ponendo 

p = F sen ( st + H ) , 
q = 6r cos (st + 11 ) , 
sostituendo abbiamo la quadratica 


ABs 4 - j (A + B — C) 2 - B (B - C) - 4 A (A - C) | n 2 s 2 
+ 4 (A-C) (B-C)n* = 0, 
per trovare s 2 , e 

6r (A -f P — 0) ns 

F As 2 + (B - C) m* ’ 

per trovare il rapporto dei coefficienti dei termini corrispondenti 
in p e q. Se le radici di questa equazione fossero negative p e q 
sarebbero rappresentate da valori esponenziali di t, e così col 
tempo cesserebbero di essere piccole. È necessario perciò per la 
stabilità che il coefficiente di s i sia negativo ed il prodotto di 
(A—C) per (B— C) positivo. Tutte e due queste condizioni sono 
probabilmente soddisfatte nel caso della luna. Infatti poiché B— C 
ed A-C sono tutte e due piccole, il termine (A+B~ C) 2 è molto 
maggiore degli altri due termini nel coefficiente di s 2 . Inoltre, 
poiché la luna è schiacciata ai suoi poli, avremo probabilmente 
A e B entrambi minori di C. 
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214. Sia M il polo dell'orbita della luna, che è lo stesso di 
quello dell’ orbita della terra veduta dal centro della luna. Al- 
lora M è il polo della linea punteggiata nella figura dell* Art. 21 2. 
Quindi l’ angolo EZM misurato girando ZÉ nella direzione 
positiva intorno a Z finché venga a coincidere con ZM , è 



1 OH- g) t— p J. Àncora, se l’angolo EZC si misura nella 


stessa direzione, abbiamo 


cos EZ C = 


cos EC — cos CZ cos ZE 
sen CZ sen ZE 


V - r (pi -I- g;x -f rv) 

\(p 2 + f l 2 senZAJ 

— , prossimamente. 

Vl > 2 + fl* 


Quindi troviamo facilmente 

senEZfì = - ~ g . 

Vi>* + 3* 


Ma sen CZilf = sen .EZilT cos 0 — cos sen EZ C 


cos j(n -f g) t 4- g j # - sen j (n + g) t + g j g 

+ q- 


Se ora sostituiamo per e q i loro valori, è chiaro che i ter- 
mini in p e q , il di cui argomento è n+g, scompariscono. Sicché 
se F e G fossero zero, il seno dell’angolo CZM sarebbe assolu- 
tamente zero. In questo caso i tre poli C, Z } M debbono giacere 
in un arco di circolo massimo, o ciò che é la stessa cosa, l'equa- 
tore delia luna , V orbita della luna , e V eclittica debbono interse- 
carsi tra loro nella stessa linea dei nodi. 

Se però F e G non sono zero, ma solamente molto piccoli, ab- 
biamo 


sen CZM = 


EJF'sen (s't + H 1 ) 

VP* h- E G’- sen (s’< + W) 


» 


dove .F', <r' contengono F o G come fattore, e sono perciò pic- 
coli. Se quindi F e G sono entrambi piccoli in paragone di 1\ 
V angolo CZM rimarrà o sempre piccolo o sempre prossimamente 
eguale a r. 
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U intersezione dell’ equatore della luna con 1* eclittica oscillerà 
quindi. intornò all’intersezione dell’orbita della luna con l’eclit- 
tica come sua posizione media. Poiché queste oscillazioni sono 
insensibili, no segue che nel caso della natura, le funzioni com- 
plementari debbono essere estremamente piccole paragonate con 
i termini che dipendono direttamente dalla forza perturbatrice. 

515. Se disprezziamo le funzioni complementari abbiamo 
j)=P sen?, q=P coscp, dove v—(n'+g)t—%. Ora s en 2 CZ—x> ì +(i-\ 
quindi CZ——P molto prossimamente. Il valore di CZ, l’ incli- 
nazione dell’ equatore lunare all’eclittica, si sa che è circa 1 0 , 2 8 ' , 

Quindi, essendo -=0,004, possiamo dedurre dall’espressione di 

-, n , ;* . C-A 

P alla fine dell’ Art. 212 un’approssimazione al valore di — — -. 

C—A ** 

In questo modo Laplace trova — -—=0,000599. 

x> 


E3EMPII.. . 


1. L’attrazione di un corpo qualunque di massa M sopra un 
elemento lontano si può trovare nel modo seguente. Si costrui- 
sca uno strato infinitamente sottile di massa 37t£ limitato da el- 
lissoidi simili e che abbia l’ellissoide di girazione al centro di 
gravità per una delle superfìcie limitanti. Inoltre un elemento 
di massa 471/ sia riunito nel centro di gravità. Allora l’ attrazione 
di ili* sopra un elemento lontano qualunque è la stessa in dire- 
zione e grandezza come se 471/ lo attraesse e 371/ lo respingesse. 


2. Supponendo (1) che l’ellitticità della superficie della terra 
sia così piccola che l’espressione di V nell’ Art. 192 si possa 
prendere come vera per punti esterni vicini alla superficie della 
terra, e (2) che in tult’i punti sulla superficie la risultante del- 
l’attrazione e della forza centrifuga sianormale alla terra, di- 
mostrare che il potenziale in un punto qualunque alla distanza r 
dal centro è 



Ma 

or 1 



o 

O 


sem 




dove a ò il semiasse maggiore della terra, s l’ellitticità di un 
meridiano qualunque, X la latitudine del luogo, cioè l’angolo 
che la direzione di r fa con l’asse maggiore, ed m è il rapporto 
della forza centrifuga all’equatore alla gravità equatoriale. 


IL 
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3. Se la terra è formata di strati concentrici sferoidali di pic- 
cole ma differenti ellitticità e di differenti densità, mostrare che 


C — A 




(ah) 


da 


da 


< 


da 5 . 

? i^ da 


dove £ è l’ellitticità e p la densità di uno strato, l’asse maggiore 
del quale ò a\ il quadrato di e essendo trascurato. Ne segue elio 

C—A 

se £ è costante, ■ è indipendente dalla legge della densità. 

C 


4. Se la terra fosse uno strato omogeneo limitato da ellissoidi 
simili, l’ interno essendo vuoto, la precessione sarebbe la stessa 
come se la terra fosse interamente solida. 


5. Se la terra fosse uno strato omogeneo limitato esternamente 
da uno sferoide ed internamente da una sfera concentrica, l’ in- 
terno essendo ripieno di un perfetto fluido della stessa densità 
della terra, mostrare che la precessione sarebbe maggiore che 
se la terra fosse interamente solida. 


6. Mostrare che la luna rivolge sempre la stessa faccia molto 
prossimamente a quel fuoco della sua orbita in cui la terra non 
è situata. 


7. Un elemento m si muove senza pressione lungo un filo me- 
tallico circolare levigato di massa M con velocità uniforme sotto 
l’ azione di una forza centrale situata nel centro del filo che at- 
trae secondo la legge di natura- Mostrare che questo sistema di 

8+12V6" _ . , . 

-. La perturbazione si sup- 


m 


movimento è stabile se — > 

M 


25 


pone data all’elemento o al filo, il centro di forza rimanendo fisso 
nello spazio. 


8. Un anello uniforme di massa M e di sezione molto piccola 
è gravato di un elemento pesante di massa m in un punto della 
sua circonferenza ed il tutto è in moto uniforme intorno ad un 
centro di forza che attrae secondo la legge di natura. Mostrare 

che il movimento non può essere stabile a meno che — non 

1 Jlf+w 


sia compreso tra 0,815865 e 0,8279. 


9. Il centro di gravità di un corpo di massa M, simmetrico 
rispetto al piano dello xy, è G\ ed 0 è un punto tale che l’attra- 
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zione risultante del corpo su di 0 è secondo la linea GO. Allora 
se il corpo è situato con 0 coincidente con un centro fisso di forz 
S , ed è messo in rotazione intorno ad un asse condotto per 
perpendicolare al piano delle xy con una velocità angolare co, G y 
se non è disturbato, girerà uniformemente in un circolo, rivol- 
gendo sempre la stessa faccia verso 0, purché Tifato 2 sia eguale 
all’ attrazione risultante secondo GO , dove a è la distanza GO. 
Si cerca di determinare le condizioni affinchè questo movimento 
sia stabile. 


O 55 
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CAPITOLO XI. 


Movimento di un corpo flessibile. 


216. Il termine generale « Corpo flessibile » include molti al- 
tri corpi oltre dei fili. I movimenti di cui si tratta in questi casi 
sono generalmente piccole oscillazioni, e la loro discussione for- 
ma propriamente un soggetto a sè. Il lettore è perciò rimandato 
ad un trattato sul Suono ed alle memorie di Poisson, Cauchy ed 
altri sull’ argomento. In questo capitolo si considererà solamente 
il movimento di un filo perfettamente flessibile. 

217. Prop. Determinare le equazioni generali del movimento 
di un filo sotto V azione di forze qualunque . 

Primo. Sia il filo inestensibile. 

Siano Ox.Oy.Oz, assi fissi qualunque nellospazio. Siano Xmds ì 
Ymds, Zmds, le forze impresse ohe agiscono sopra un elemento 
qualunque ds del filo la di cui massa è mds. Siano u 1 v , w le 
parti risolute della velocità di questo elemento parallele agli as- 
si. Allora, pel principio di D’ Alembert, l’elemento ds del filo è 
in equilibrio sotto l’ azione delle forze 


sono le sue parti risolute parallele agli assi. Le parti risolute 
della tensione nell’ altro estremo dell’ elemento saranno 



e delle tensioni nei suoi due estremi. 




e due simili quantità scrivendo y e z invece di x. 
Quindi le equazioni del moto sono 
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In queste equazioni le variabili s e t sono indipendenti. Per 
uno stesso elemento qualunque del filo, s è sempre costante, e 
la sua traiettoria è tracciata variando t. Da un’altra parte, la 
curva secondo la quale si conforma il filo ad un tempo proposto 
qualunque è data dalla variazione di s, t essendo costante. In 
questa investigazione s è misurato da un punto arbitrario qua- 
lunque, fìsso nel filo, sino all’ elemento che si considera. 

Per trovare le equazioni geometriche. Abbiamo 

. (£?+<&' • 

« 

Differenziando questa rispetto a t , otteniamo 

* 

dx du • du do dz dio 

T T + ~T T + T T“ = 0 (2)- 

ds ds ds ds ds ds 

Le equazioni (1) e (2) sono sufficienti a determinare x, y , z, 
e T, in termini di s e /. 

218. Queste equazioni si possono porre sotto un’altra forma. 
Siano 9, <}/, y, gli angoli fatti dalla tangente in x, y , z, con gli 
assi delle coordinate. Allora le equazioni (1) diventano 

• die d / n\ 

w dt=Ts (rcos<i) + mX (3) ’ 

con simili equazioni per v e tv. 

dx 

Per trovare le equazioni geometriche, si differenzii cosy — — 

rispetto a t\ onde do du ... 

— sencs-rf (4). 

‘ dt ds 

Similmente, differenziando cos^— e cosy=-r^ otteniamo due 

• (io , Ciò 

altre simili equazioni per ey. Prendendo queste sei equazioni 
in unione con la seguente. 

cos 2 9 + cos 2 ^ -f cos 2 y = 1 (5) , 

abbiamo sette equazioni per determinare u, v, tv, 9, ò, y e T. 

Se il movimento ha luogo in un pia$o, queste si riducono alle 
quattro equazioni seguenti: 

du *d /rn . v 

m — = -- (rcos 9) + vnX 
dt.ds 

} ( 6 ), 

do d /m 

m—— — (1 sen o) + mi 
dt . ds 
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do. du j 

c lo clv ( (7) ' 

™*ft=Ts ) ‘ 

Le costanti e le funzioni arbitrarie die entrano nelle soluzioni 
di queste equazioni debbono essere determinate dalle circostanze 
particolari di ciascun problema. 


219. In secondo luogo. Sia il filo clastico. 

• Sia o la lunghezza non distesa dell’arco s, e siamdola massa 
di un elemento de della lunghezza non distesa o di ds della lun- 
ghezza distesa. Allora per lo stesso ragionamento di sopra, le 
equazioni del moto diventano 


m 


du 

di 



-KmX 



e due simili equazioni per v e w. Per trovare le equazioni geo- 
metriche dobbiamo differenziare 


fdxY ( dy\ 2 fdzY fdsY 

■ U) +U> + W 

le variabili indipendenti essendo ora o e t. Differenziando ri- 
spetto a t abbiamo 

dx du dy do dz dio __ ds d / ds\ 
de de da da , da da ~~ da dt \da) \ 

Ma se X ò il modulo di elasticità del filo, abbiamo 


Sostituendo abbiamo 


ds _ T 

da~ X 



dx du dy do * dz dio _ A T\ldT 

da da da da^ da da ~ \ + X / X dt 7 


Queste due equazioni {ii) ed (iti) insieme con le tre equazioni 
( i ) basteranno per la determinazione di u, v, w, s e T in termini 
di a e t. 

Se vogliamo adoperare le equazioni del movimento nelle forme 

corrispondenti a (3) e (6), le equazioni dinamiche diventano 

0- 

du d * 

m dt = di {Ieos ^ )+mX ' 
con simili equazioni per v e w. 
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Le equazioni geometriche corrispondenti a (4) o (7) si possono 
trovare così. Abbiamo 


dx 

do 


ds / T\ 

=co.9 5 =eo. 9 (i + T ), 


Differenziando, abbiamo 

du do 1 d 

- S = - sen? S + x f ¥ (jfcos?) ’ 

con simili espressioni per v e ic. 


220. Quando il movimento del filo ha luogo in un piano, è 
spesso conveniente di risolvere le velocità secondo la tangente 0 
la normale della curva. 

Siano u\ v' le parti risolute della velocità dell’ elemento ds 
secondo la tangente e la normale della curva in quell’ elemento. 
Sia 9 V angolo che la tangente all’ elemento ds fa con l’ asso dello 
x . Allora per l’Art. 78 0 104, le equazioni del moto sono 

1 jg y, , dT 
dt dt m ds 

dv' , do T 

dt dt wp 



Le equazioni geometriche si possono ottenere come segue. 
Abbiamo 

u = u' cos 9 — v' sen 9. 

Differenziando rispetto ad 5, abbiamo per l’Art. 218, 


do 

- it scn * 


/ du v' \ 
w \ds~j) 


( dv' u 


f) 


sen 9 


ds 


dove p è il raggio di curvatura, ed è eguale a —. Poiché l’asse 

CL\D 

« 

delle x è di posizione arbitraria, si prenda in modo che la tan- 
gente durante il suo movimento sia parallela ad esso nelVistanto 
che si considera; allora 9=0 ed abbiamo 


0 -—-- 
" ds p 


( 2 ). 


Similmente, prendendo l’asse delle x parallelo alla normale , 


( Jl 

dt 


dv 1 u r 
ds p 



* 
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Queste quattro equazioni sono sufficienti per determinare u 9 \ 
v\ 9 e T in termini di set. 

221. Le equazioni (2) e (3) si possono anche ottenere nel modo 
seguente. Il movìhiento del punto P del filo essendo rappresen- 
tato dalle velocità u' e v’ secondo la tangente PA e la normale 
PO in P, il movimento di un punto consecutivo Q sarà rappre- 
sentato dalle velocità u'+clu' e v'+dv' secondo la tangente QB } o 
la normale QO in Q. Sia l’arco PQ-ds , e sia (^perpendicolare 
a PA. Poiché il filo è inestensibile, la velocità risultante di Q 
risoluta secondo la tangente in.P deve essere ultimamente la 
stessa della parte risoluta di P nella stessa direzione. Quindi 

(u' + du') costfc? — ( v ' -f- dv') senf ?9 = w', 
o, passando al limite, du' — v' dy — 0 ; 


onde 


du' v' _ 
~ds ~p ‘ 


do 


Ancora, ò la velocità angolare di PQ intorno a P. Quindi 

tl l 

la differenza delle velocità di P e Q risolute in una direzione 
qualunque che ò ultimamente perpendicolare a PQ deve essere 
do 

eguale a PQ ondo 
(( c 


(u' 4 - du') sen de? -f (v' -f dv') cos c7ep — v = ds 


do 

) • 


di ’ 


o nel limite 


de? _ dv' u' 
di ~ ds + p ’ 


222. Se il filo è estensibile, le equazioni dinamiche diventano 


_ x , , 

di di indo 


dv' . do T ds 

dt dt wp do 

Per trovare le equazioni geometriche, possiamo differenziare 

u = u' cos 9 — v' sen o 
rispetto a o. Questo dà per l’Art. 219 


do 1 d 


( du' v' ds 


SUL MOVIMENTO FERMO. 393 

Con lo stesso ragionamento come nell’ Art. 220, questo si ri- 
duce ad 

l dt ~ da p V + X/ V 



Sul Movimento férmo. 


223. Def. Quando il movimento di un filo è tale che la curva 
che esso forma nello spazio è sempre eguale, simile e similmente 
situata a quella che esso formava nella sua posizione iniziale * 
quel movimento si può chiamare fermo. 

224. Prop. Investigare il movimento fermo dì un filo inesten- 
sìbile. 

È chiaro che ogni elemento del filo è animato da due velocità, 
una dovuta al movimento della curva nello spazio, e l’altra al 
movimento del filo lungo la curva che esso forma nello spazio. 
Siano a e b le parti risolute secondo gli assi della velocità della 
curva al tempo £, e sia c la velocità del filo lungo la sua curva. 

Allora, seguendo la solita notazione, abbiamo 

u = a + c • cos o 

. ^ f a), 

v = o 4- c-seno 

Ora a ì ò, c sono funzioni di t solamente, quindi 


chi 


f/cp 


Ma 


-7 — — c seno 

(ìs . ds 

du do 

— = - sen o V per l’ Art. 218 ; 
ds T clt 


do _ do 
dt ~~ ° ds 


onde '^-z=c~ (2). 

Sostituendo i valori di a e l nelle equazioni del moto, Art. 


217, otteniamo 




da 

de 

do 


d 

dt 

+ -cos 9 

— e sen 9 = 

T dt 

= x + 

ds 

db 

de 

do 


d 

dt 

+ -r- sen 9 
dt 

+ CCO89-J = 

dt 

= r + 

Ts 


II. 


50 
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do 

Sostituendo per — queste equazioni si riducono a 

Ci Ir 


da 

dt 

db 

dt 




COS 0 1 


seno 


1 



La forma della curva deve essere indipendente da /; quindi, « 
eliminando T , l’equazione risultante non deve contenere t. Que- 
sto non accadrà generalmente a meno che ^ non siano 

dt dt di 


tutti costanti. In ogni caso i loro valori saranno determinati dalle 
note circostanze del Problema. Le equazioni precedenti si deb- 
bono allora risolvere, supponendo s la sola variabile indipen- 
dente, e t costante. 


225. Se il filo si muove uniformemente nello spazio, e gli ele- 
menti del filo scorrono uniformemente lungo il filo, ~ = 0 , 
db de 

— = 0, -t-= 0. Seguirà allora dalle equazioni precedenti, che 
dt dt 

la forma del filo sarà la stessa come se esso fosse in quiete, ma 
la tensione eccederà la tensione stazionaria di me 2 . 


Su i Movimenti iniziai i. 


226. Un filo , sotto V azione di forze qualunque in un piano , 
incomincia a muoversi da uno stato di quiete nella forma di una 
curva data qualunque. Trovare la tensione iniziale in ogni pun- 
to dato. 

Siano Pds, Qds le parti risolute delle forze rispettivamente 
secondo la tangente e la normale ad un elemento qualunque ds. 
La forza P è presa positivamente quando essa agisce nella dire- 
zione in cui si misura s, e Q è positiva quando essa agisce nella 
direzione in cui si misura p lungo la normale nell’ interno. 

Siano u, v le velocità dell’ elemento secondo la tangente e la 
normale. Allora le equazioni del moto sono per l’Art. 220 


du do - dT 

V -1 — p j 

dt dt ds 

(1), 

dv do T 

di +w éù Q+ J 

(2), 


dove T è la tensione, p il raggio di curvatura, e ? l’angolo che 
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la tangente fa con una linea retta fissa qualunque. Le equazioni 
geometriche sono 

ì-r° (3)i 

dv u do 

ch + p~tt (4) - 

Differenziando (1) e moltiplicando (2) per - , otteniamo 

P 

dhi d 2 o dv dy _ dP d i T 
ds dt V ds dt ds dt ds + ds- 

' (5). 

1 dv udy _Q T w 

p dt ^ p dt ~ p p 2 

1 (I'i2 

Ma differenziando (3) abbiamo, essendo -= ~ , 

p ds 

d 2 u d*% 1 dv _ ^ 

dslt ~ V dsTt ~pdt~° (<>)- 

Quindi, sottraendo la seconda delle equazioni (5) dalla prima, 
abbiamo da (4) e (6) 

cPT_T 9 _ _ 

ds 2 p 2 ds p ~~ \dt ) 

Nel principio del movimento immediatamente dopo che il filo 
è stato messo in vibrazione possiamo trascurare i quadrati delle 

. . fdoY . 

piccole quantità, quindi 1 si può trascurare. Quindi abbiamo 

<7ó* 2 p 2 ds + p K } ' 

Questa è l’ equazione generale per determinare la tensione di 
un filo immediatamente dopo che è stato messo in vibrazione. 

Le due costanti arbitrarie introdotte nella soluzione di questa 
equazione si debbono determinare dalle circostanze del caso cho 
si considera. Se tutti e due gli estremi del filo sono liberi, dob- 
biamo avere T= 0 nei due estremi. 

Siccome il filo incomincia a muoversi da uno stato di quiete 

(Ju 

abbiamo inizialmente u— 0, v—0. Alla fine di un tempo dt ì -jrdt 

dv . cU 

e -jjdt saranno le velocità di un elemento qualunque del filo. 
(10 
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Quindi se <!/ è 1* angolo cho la direzione iniziale del movimento* 
di un elemento qualunque del filo fa con la tangente all’ elemen* 
to, abbiamo dalle equazioni (1) e (2) 


tan = 


T 

e+~ 

p_ 

di'" 

P + -T- 
ds . 



Si deve rammentare che le costanti dell’ integrazione sono ne- 
cessariamente costanti solamente per la lunghezza del filo al tem- 
po t= 0. Esse possono essere funzioni di t e possono essere con- 
tinue o discontinue. Per esempio, se un punto del filo è assolu- 
tamente fisso nello spazio, l'azione trasversale del punto fisso 
sul filo può fave che le costanti diventino discontinue in quel 
punto. In questo caso l’equazione (8) non ò necessariamente 
vera nella vicinanza immediata del punto fisso. 


227. Un fdo è in equilibrio sotto V azione di forze in un piano. 
Supponendo che il fdo sia messo in vibrazione in un punto dato 
qualunque , trovare il cambiamento istantaneo di tensione . 

Sia T 0 la tensione in un punto qualunque ( x , y ) immediata- 
mente prima che il filo sia messo in vibrazione.* Allora le forze 
P, Q soddisfano le equazioni di equilibrio 


di' T 

0 = p + < 7-?, o = g + - e . 

ds p 

Quindi 

dP Q T 0 

ds p ds 2 p- * 

Se T r è il cambiamento istantaneo di tensione , abbiamo 
T’—T—Tq. L’equazione dell’ultimo articolo diviene perciò 


dtT' 
ds * 



228. Un filo poggia sopra una tavola orizzontale levigata ed 
è sollecitato in una estremità da una tensione impulsiva , trovare 
la tensione impulsiva in un punto qualunque cd il movimento 
iniziale. 


Sia T la tensione impulsiva in un punto qualunque P, T-VdT 
la tensione in un punto consecutivo allora l’elemento 1*Q è 
sollecitato dalle tensioni Te T+dT alle estremità. Sia 9 l’an- 
golo che la tangente in P al filo fa con una linea fissa qualun- 
que*, u ) v le velocità iniziali dell’elemento risoluto rispettiva- 
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mento secondo la tangente e la normale in P al filo. Allora, ri- 
solvendo secondo la tangente e la normale, abbiamo 


uds = (T+dT) cos - T 
vds = (T+ dT) sentf 9 

quindi passando al limite 


u = 


dT 
ds ’ 


T 

v = — . 

? 


du v 

Ma per T Art. 221. abbiamo — = Quindi l’equazione per 

* ? 

trovare T diviene 

d 2 T T_ 
ds * p 2_ ‘ 

Questa, come si poteva prevedere per considerazioni mecca- 
niche, è la stessa che l’equazione nell’ Art. 227. 


229. L’equazione per trovare T non si può integrare in un 
modo generale. Diversi casi si troveranno discussi nelle Difì'c- 
rcntiul Equations di Boole, si vegga il Capitolo XVII. 

Se p — — si può mostrare che l’integrale è 

r 

T= A (s - a) m (s - b) n + B (s - a) n (s - b) v \ 


dove A e B sono due costanti arbitrarie ed (m, n) sono le radici 
dell’ equazione quadratica 


2 i 

2Ì±1 


*’—(;dh)‘= 0 - 


Se p = as~ w ’ l’equazione si può ridurre all’equazione di Ric- 

, f T'ds 

cati ponendo T = e 


230. Es. Un filo è in equilibrio in forma di un circolo intorno 
ad un centro di forza ripulsiva nel centro. Se il filo c ora messo 
in vibrazione in un punto A, dimostrare che la tensione in un 
punto qualunque P si cambia istantaneamente nel rapporto di 


6 “-0 , e -( n - 0 ) 
i _ £ * i 

X - _ . J. , 


e* + e' 


dove 0 è V angolo sotteso al centro dall' arco AI\ 
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Sia F la forza centrale, allora P— 0, e Q~— F. Sia a il raggio 
del circolo. Allora l’equazione diviene 

(PT T _ F 
c Is 2 a* a 

Sia s misurato dal punto A verso P, allora s=ab\ inoltre F è 
indipendente da s. Quindi abbiamo 


T=Fa 4- Ae° -f Pe'“°. 

Per determinare le costanti arbitrarie A e B abbiamo la con- 
dizione T - 0 quando 0=0 e 0— 2 tz; onde 


T=Fa- 1- — y 6 - . 

( e K + e 71 ) 


Ma immediatamente prima che il filo sia messo in vibrazione 

T=Fa. 

Quindi ne segue il risultato dato nell’enunciato. 


Piccole Oscillazioni. 


231. Pkop. Un filo inelastico c sospeso dee due punti fissi sotto 
V azione della gravità sicché esso pende in forma di una catena- 
ria, il parametro della quale è c. Una piccola perturbazione es- 
sendo data al filo nel suo proprio piano si cerca di determinare 
l equazione generale delle piccole oscillazioni intorno alla posi- 
zione di quiete. 

Sia a l’angolo che la tangente in un punto qualunque fa con 
1 orizzonte quando il filo è in quiete, ed a+cp l’angolo fatto dalla 
tangente nello stesso punto del filo al tempo t. 

Siano u, v le velocità di un elemento qualunque ds del filo ri- 
solute secondo la tangente e la normale, e T ' la tensione dell’ele- 
mento. La massa di una unità di lunghezza si prenda per unità. 
Allora le equazioni generali del movimento del filo sono per 
l’Art. 220, 


du dq / v dT 

,,se n( a + <?) + — 

do .do T'd(a + a) 

__ + M _ = _ ircos(a + 9) + _L 

! 

Si prenda la direttrice della catenaria per asse delle e si 
misuri s da quel punto del filo che coincide col punto più basso 
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della catenaria quando il filo è nella posizione di equilibrio. Al- 
lora la tensione quando il filo è in quiete è gy , che è eguale 


a 

cosa 

Sia T’ = 4 - T. Inoltre tan a = - ; onde 

cosa c - 

da __ cos 2 a di' _cos 2 a di" 

ds ~~ c ds ~~ c da. * 

di’ 

Sostituendo questi valori di T e — r— , e rammentando che nelle 

ds 

piccole oscillazioni possiamo trascurare i quadrati ed i prodotti 
delle piccole quantità u , v , 9, otteniamo 

du cos 2 a di 

— — n po 3 n . m a. 

dt 


= — g cos a • 9 4- — 7— 377 (1) , 


£9 cos* a 
a • 3— 4- ' — • 1 * • 


( 2 ). 


c da 

dv * do cos 2 ' 

37 = g sena- 9 4- g cos a • 3^ -1 

dt T da c 

Abbiamo inoltre dall’ Art. 220 le due equazioni geometriche, 

du v _ 

ds ' 

dv u d 9 

ds p ~~ di 

dove - = èiì reciproco del raggio di curvatura. 

p ds ds 

Prendendo per variabile indipendente a e trascurando i qua- 
drati delle piccole quantità, queste si riducono a 


v — 


du 

da 


drU 

da 2 


4 -u~ 


cos- a 


c h \ 

dt ) ' 




tì 1 . , , „ du dv d 2 o . 

Per brevità poniamo u ,v ,9 per — , —, rispettivamente. 

(tu tlv (ll~ 

Per risolvere queste equazioni, dobbiamo eliminare T dalle 
equazioni ( 1 ) e (2). Differenziando la seconda equazione, otte- 
niamo 

d-u r d- 9 cos 2 a di 2cosasena m 

— = tfcosa- 94 -dcosa— 14 - 3- T. 

da 2 da- c da c 
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Sottraendo T equazione ( 1 ) dea questo risultato, abbiamo 

. . d-u r 

da* 


cosa sena , /T 

' —■ JL • 


v! , . 0 \ 2 c< 

--«' = 0 cosa (^+2^ 

Eliminando Tda questa per mezzo di ( 2 ), otteniamo 

/ d 2 u f \ n f clu' , \ cl*c 

cos a {- d - t +■«') + 2 (wn a ^ - « cos a J = g cos'- a 


♦ ciò 

4- 2 g sena cos a ~ + 2^9 


( 4 ). 


Ma da ( 3 ) 


rZV 

■y — 7 + w — , 

c/a 2 cos 2 a 


:9 




( 5 ); 


. onde 


sen 


du , f sena .. , 

a w cosa = c / — — 9 «a, 

c/a Jcos 2 a T 


sostituendo queste in ( 4 ), abbiamo 
c 


c „ • f sena „ _ • / • f ? 2 9 c7o _ \ 

9" + 2c / — 5- 9 c/a=cjr ( cos 2 a -y-T, + 2 sena cosa ~ + 29 ) . 

.cosa J cos 2 a \ c/a 2 • c 7 a V 


Differenziando di nuovo, abbiamo 


c dy" • 3 c sen a „ 


+ 


cosa c 7 a 1 cos 2 a 
c 7 c" 


9” = g COS 1 


a ^ + 4 ^V 

Vrfa 3 rfa/ ’ 


onde 


cos 6 a -r- + 3 cos 2 a sen a o" 
c/a 


cos 6 a 

integrando i due membri, abbiamo 


L-£/fi + 4 l2V 

c \( 7 a J da l ’ 


cos 


<?" ^? + 4 » + / Va 1 

■'7.-C U7a 3 + 4<?T/t ‘V 


Ritornando alla notazione originale, questa si può scrivere 

S = f C0S MS + 4(? + m ì 


( 0 ), 


Questa è l’ equazione generale per determinare le piccole oscil- 
lazioni di un filo rallentato.. 

Supponendo effettuata l’integrazione di questa equazione, ab- 
biamo 9 espresso in termini di a e t con due nuove funzioni ar- 
bitrarie di a e t. Queste le possiamo rappresentare con ò(P) e 
y (Q) dove e sono funzioni arbitrarie di due determinate 
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combinazioni P e Q delle variabili. I valori di u e v si possono 
allora trovare per mezzo di (3); le funzioni complementari in- 
trodotte da questo procedimento saranno della forma 


u = A cos a + lì sen a 
v = — A sen a + B cos a 


dove A e B sono due altre funzioni arbitrarie di t. Queste cor- 
rispondono ad un movimento nello spazio del filo senza alcun 
cambiamento di forma. Così A e lì sono le parti risolute, paral- 
lele rispettivamente alla direttrice e all’asse della catenaria, 
della velocità comune di ogni elemento del filo. Siccome l’equa- 
zione (6) si è ottenuta differenziando (4) e finalmente integrando 
di nuovo, la funzione arbitraria f(i) così introdotta si può deter- 
minare in termini di A e lì etc. sostituendo nell’ equazione (4). 


Abbiamo così quattro funzioni arbitrarie i di cui valori si deb- 
bono determinare dalle condizioni della questione. Siano a () , a,, 
i valori di a che corrispondono alle due estremità fìsse del 

CÌ'J 

filo. Allora i valori di c e di sono dati dalla questione quan- 


do t - 0 per tutt’i valori di a da a =a 0 ad inoltre i valori 

iniziali di A e B sono dati. Così i valori di ty(P) e y(Q) sono de- 
terminati per tutt’i valori di P e Q tra i due limiti che corri- 
spondono ad a-a 0 , t— 0 ed a=a, , /=0. Le forme di e y per i 
valori di P e Q esteriori a questi limiti, ed i valori di A e lì 
quando t non è zero si debbono trovare dalle condizioni che cre- 
scendo t, u e v debbono svanire entrambe per tutt’i valori di t 
quando a=a# ed a^a,. Può accadere perciò che le funzioni ar- 
bitrarie A, P, ò e y siano discontinue. Da un’ altra parte le con- 
dizioni iniziali possono essere tali che queste funzioni siano tutte 
continue. 


232. La tensione del filo sarà data dall’ equazione (2), ma si 
può trovare ancora un’altra espressione come segue. 

Differenziando (2) ed aggiungendo il risultato ad (1), ottenia- 
mo evidentemente da (5), 


c d-o d 2 q _cos 2 a dT Td cos 2 a 

— — -f - 

cos 2 a di 1 da- c da c da. 


o 


dT 

cos a-r—— sena* T 
da. 


- C l(-L 

2 Vcos* 


* 

a dt 2 


c, dy 

c da 2 . 


= r l i -i? + f(t) 


II. 
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quindi cosa* T—~~j { 4? + f(t) \ da ; 

onde T= | f(t) a + 4 f a da} . 

2 cos a ( J ) 


233. Supponendo che il valore di <p sia stato trovato dall’e- 
quazione (6), si può domandare di riferire il movimento ad assi 
fìssi nello spazio. Si prendano per assi delle coordinate la di- 
rettrice e l’asse della catenaria. Siano (#+£, 7/+yj) le coordinate 
del punto che quando in quiete era situato nel punto ( x , y), dob- 
biamo trovare \ ed yj in termini di cp. Sia PQ un elemento qua- 
lunque dell’ arco della catenaria che al tempo i è stato spostato 
nella posizione P' Q'. Sia a l’angolo che PQ fa con l’asse delle 
a*, allora a è l’angolo che P' Q' facon lo stesso asse. Inoltre 

7 

dx e dy sono le proiezioni di PQ sugli assi*, dx J r -~ds ì dy-\~~ ds , 

% » - CtO CIS 

sono le proiezioni corrispondenti di P'Q'\ quindi 

' Ì\ . 7 , \ 

dx -f ds — ds eos (a + cp) 
ds 

■m % • « 

«r 

= ds (cos a — sen ac) . 

Ma dx = dscosa ) 


e 


quindi 

Similmente 


s 


sen a = - ; 

y 

ds y ^ 

dr, c 
— - = - o. 
ds y ' 


234. Una catena di lunghezza 21 è legata a due punii A e B 
nella stessa linea orizzontale la di cui distanza scambievole è 
prossimamente eguale a 21. Trovare le piccole oscillazioni della 
Catena in un piano verticale. 

Il movimento della catena si può dedurre dall’ equazione del- 
l’Art. 231, ma per mostrare i metodi diversi di procedere, in- 
cominceremo dal riferire il movimento ad assi fissi nello spazio. 

Quando è in equilibrala catena penderà nella forma di una 
catenaria. Sm G il punto più basso della catenaria e sia l’arco s 
misurato da C come origine. Si prendano per assi delle coordi- 
nate la direttrice e l’asse della catenaria, l’asse delle x essendo 


Digitized by Google 


PICCOLE .OSCILLAZIONI . 


403 


orizzontale. Sia m la massa di una unità di lunghezza della ca- 
tena, allora la tensione in un punto qualunque della catena la 
di cui ordinata è y ì sar ìxmgy. 

Quando la catena è in movimento siano (.r+E, y-f-y,) le coordi- 
nate dell'elemento le di cui coordinate in equilibrio erano (#,?/), 
e la tensione T in quel punto sia 

T — mg (y + z). 

Le equazioni del movimento dell’ Art. 217 diventano 



poiché siccome la tensione orizzontale è costante ed eguale ad 

cìx 

mgc, possiamo porre mg y -=-=tngc ì inoltre come nell’ Art. 231 

Cl ò 

i termini che sono dell’ordine <- 2 , r/ 2 , £ 2 si trascurano, 

a _ „ d I /„ . ( à, j , l „ 


d ( dy } 

= 9 TsX J ds +g 


dy\ 

ds) 


( 2 ), 


con simile ragionamento. 

L’equazione geometrica è chiaramente 

(dx + ^ dsj + (dy +~ de)' = (dx)'- + (dy)*, 

la quale, essendo = -, si riduce a 

clx c 

d% _ s dì ] 

ds c ds 



Per risolvere queste equazioni, integriamo le equazioni (1) e 
(2) rispetto ad s ed eliminiamo z\ abbiamo 



s di\ 
c ds) 


#•••••• 



La‘ distanza tra i punti di sostegno A e 7> è per le condizioni 
del problema non molto diversa dalla lunghezza della catena. 
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Quindi il parametro c della catenaria è grande. Il secondo ter- 
mine in ciascun membro di questa equazione è perciò molto più 
piccolo del primo. Di più, vediamo dall’equazione (3), che lo spo- 
stamento orizzontale di ogni elemento della catena è molto più 
piccolo di */j lo spostamento verticale. Cosi il rapporto del se- 
condo termine al primo in ciascun membro dell’equazione è del- 
l’ordine Qy . La parte principale di y] si troverà trascurando 

questi due termini. Possiamo porre inoltre y—c . 

Dobbiamo rammentare però che le integrazioni rispetto ad s 
introdurranno funzioni arbitrarie di t. Queste non sono tutte 

dell’ ordine ed esse possono perciò essere ritenute. Poniamo 


f sclri 
J c ds 


+ A 




ondo 


/ ? ds = -fi - c ^ (ds)'- + As + Bc (C), 


dove A e B sono due funzioni arbitrarie di t da determinarsi con 
le condizioni della questione. L’equazione (4) diverrà ora 


J 1 f r ‘ ds - A ì ~ Ss p (JC Ì il ¥s ~ A 7 ~ Bs ì + 2aA - {7) - 

L’ integrale di questa equazione si sa essere 

f r,ds -A--Bs-2g E + h - + ks 
] • C c 


+ f {\Jgct- s) + F ( s'yct + s) 


( 8 ), 


dove E è lina funzione di t, ed Zi, h sono due costanti tali che 

d'-E A , _ 

— - — — — 4 -f- li, 

de- 
lie funzioni arbitrarie f eà F debbono essere determinate dalle 
condizioni della quistione e possono essere continue o disconti- 
nue. Supponiamo che il movimento della catena sia tale da po- 
ter rimpiazzare le funzioni con un numero finito di termini tri- 
gonometrici della forma 

L sen m ( \!gc t ± s) . 


# 
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Sia m \jgc — n 1 abbiamo allora 

=2(u4+Z()-4- J5 + AJ + 2 [Xsen^-f ?n$4-g) \-Msen(nt-ms + 7 ) j 
c 

% = -(A + li)-, + A 
c~ 


f s L 

— 1 3 L - sen (nt + ms + p) H cos ( nt + ms 4- g) 

I C Cì)l 


s 71/ 

4-71/- sen (nt — ms 4- T) cos (nt — ms + y) 

c cm 


»*#..» (9 ^ ^ 


dove 1 implica la somma per tutt’ i valori di w, ed L , 71/ sono 
costanti qualunque che possono essere differenti in ogni termine. 

Se tutte e due le estremità del filo sono fisse i valori di £ ed */) 
sono interamente periodici ed in questo caso h — 0. Le funzioni 
A e B saranno delle forme A 0 sen(wM-p) e B 0 sen(-»t+^) f dove 
A 0 e B 0 sono costanti assolute. Per determinare le relazioni tra 
le costanti yi 0 , J? n , X, ed 71/ abbiamo le condizioni § = 0, yj == 0 
quando 5 = + 1. Se prendiamo la differenza tra le due equazioni 
dedotte dal valore di <; ponendo s = + l troviamo 

j L sen ( nt 4- (5 ) 4- 71/ sen (nt 4 - y ) j ( mi cos ini — sen mi ) = 0. 

Uno di questi fattori deve perciò svanire per tut-t’i valori di t. 
Se il primo fattore si eguaglia a zero abbiamo Y=? ed 71/"— — L. 
Se il secondo fattore si eguaglia a zero, i valori possibili di m 
debbono soddisfare l’equazione tan mi— mi. Consideriamo questi 
casi in ordine. 

Primo . Se y = (ì ed 71/= — X, troviamo poiché yj deve svanire 
quando s = + Z, 

Q 

A = — - L sen mi cos (nt + f) 

L 

B = 0 

e poiché § deve svanire quando s=±l abbiamo molto prossima- 
mente 

2 

A = — L (hn sen mi f cosw?) cos (nt 4- S ). 
cm 



Sarà sufficiente se questi due valori si accordano quando tra- 


scuriamo tutti i piccoli termini che contengono il fattore 
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Questo chi mi tali mi — — 2 

prossimamente, dove i è un intero qualunque. I valori di y] e <§ 
saranno allora 



prossimamente, c quindi mi = il z 


•4 


yj = - 2£ senws cos (wi + p) 

£ = 2 — (cos w? — cos ms — ms sen?ns) cos (nt + 
me 



dove m ha un valore qualunque dato dall’ equazione m — 


iz 



In secondo luogo. Abbia m un valore qualunque dato dall’ e- 
quazione tan mi— mi. Troviamo nello stesso modo che i due va- 
lori di A non possono in generale accordarsi tra loro a meno che 
non sia L = J\I Ì e y = (L Abbiamo allora A — 0. I valori di yj e § 
saranno allora 


r i — 'L2L (cos ms — cosmi) sen {nt 4- g) 




me 


(sen ms — ms cos ms) sen 




dove m ha un valore qualunque dato dall’equazione tan mi— mi. 

Le radici dell’ equazione tan mi = mi si possono trovare con 
approssimazione continua. La prima è zero , ma poiché m si 
trova nel denominatore di alcuni dei piccoli termini nella inve- 
stigazione, questo valore non è ammissibile. Gli altri si possono 


esprimere con la forinola mi — (2 i + l) - — 0, dove 0 non è molto 

2z ^ 

grande. Questo dà — -, che è il tempo della vibrazione della catena, 

n 


eguale a— — ■ prossimamente. Così i tempi della vibra- 

2 i+l <Jgc 1 

zione di una catena leggermente disturbata e lasciata a sò stessa 
sono tutti piccoli. Il lettore che desidera vedere un altro metodo 
di discutere le piccole oscillazioni di una catena sospesa può con- 
sultare una memoria di Mr. Ròhrs nel nono volume delle Cam - 
bridge Transaciions. 


235. In questa discussione abbiamo, considerato solamente i 
termini principali di y] e £. Ma avendo trovato questi, possiamo 
procedere ad una seconda approssimazione, sostituendo i valori 
trovali nei piccoli termini dell’ equazione (4). 
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20G. Come un esempio del modo di trattare T oscillazione dei 
fili elastici, è stato scelto il seguente. 

Un filo elastico il di cui peso si può trascurare e la di cui lun- 
ghezza non distesa è 1 ha le sue estremità fisse in due punii la di 
cui disianza scambievole è 1'. Il filo essendo molto leggermente 
disturbato dalla sua posizione di quiete, trovare il movimento . 

Sia A uno dei punti fìssi, e sia AB il filo non disteso e situato 
in linea retta. LT estremità B sia tirata finché raggiunga 1* altro 
punto fisso B' . Sia BQ un elemento qualunque del filo non di- 
steso, B'Q' lo stesso elemento ad un tempo qualunque t. Sia 
AB—: r, e siano le coordinate di B' (*', y ‘ , s'). Siano Te T+dT 

le tensioni in B' e Q ' . Sia il/ la massa del filo, allora— dx è la 

• v 

massa della porzione dx. Quindi le equazioni del moto sono 

M d*x' £ 
dx 


l dP 
il/ d* 

1 
il/ d'-z'- 


*£) 

HdY^K dy'\ 
! dP dx \ ds'J 

t-1 (t-Ì 

* ~ dx \ * ds'J 


l di 

« 

dove ds' è la lunghezza dell’ elemento B'Q ' . 

Ora se I] è il modulo di elasticità abbiamo 

ds' , T 
dx = l + E' 

\ dx/ \ dx J \dxJ \dxj 

Queste cinque equazioni sono sufficienti per determinare il moto. 

tl il? dz f 

Poiché la perturbazione è molto piccola, ~ ■ , ~ sono molto 

dx' ' ( * s cJs 

piccoli, e — è prossimamente eguale all’unità. Quindi la pri- 

Ho 

ma equazione prende la forma 

M d*x' _ dT 
l ~dP ~ dx 1 

e la quinta equazione diviene 

dx' 


'r 
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onde 


d'-x' _ El d*x ' 
lì* ~~M dx* ' • 


jijl 

Se poniamo a 2 ~ — , l’ integrale di questa equazione è 


x' = f (ai — x) 4- F ( ai + x ) , » 


dove f ed F sono due funzioni arbitrarie. La discussione di que- 
ste equazioni si può trovare in un trattato sul suono. Il risul- 
tato si è che ciascuna di queste funzioni rappresenta un’onda 
clic si propaga con la stessa velocità, cioè a. Nel caso perciò del 
filo, il movimento sarà rappresentato da una serie di onde clic 
si propagano lungo il filo con la stessa velocità. Questa velocità 
è tale che il tempo per attraversare una lunghezza l del filo non 


disteso o una lunghezza V del filo disteso è 



Supponiamo che quando il filo è sospeso verticalmente da A, 
M'g sia il peso che distenderebbe il filo sino al doppio della sua 
lunghezza, allora E— M'g. Il tempo per attraversare la lunghezza 


Z del filo non disteso è perciò \rSr- 


M'g 

Nella seconda equazione possiamo riguardare T come costan- 
te, le sue piccole variazioni essendo moltiplicate per la piccola 
dy' 

quantità -r —. . 
ds 


Quindi possiamo porre 


T = E 


V -l 


onde • 


dy' dy ' dx 
ds' dx ds ' 




dx 


l_ty 
V dx * 


Quindi l’ equazione diviene 

d-y' _ TP 2 dhj' 
dt* ~ MI' dx 2 ' 
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La, velocità di propagazione lungo il filo non disteso è perciò 



Il tempo per traversare una lunghezza l del filo non di- 


V¥- 


steso o V del filo disteso è V/— -. Supponiamo il filo fisso in A e 


sospeso da una carrucola in B' } con un peso Jll" legato ad esso. 
Allora T essendo la tensione in equilibrio, abbiamo T=M"g. 
Quindi il tempo che un’onda impiega ad attraversare la lun- 
ghezza del filo da A a B' è 

La quistione del movimento di un filo disteso si considera 
meglio in connessione con la teoria del suono. Una discussione 
di questa questione si può trovare in quasi ogni trattato su que- 
sto soggetto. Per questa ragione non si è creduto necessario di 
dare più di questa sola proposizione. 



ESEMPII. 


* 1. Un anello elastico senza peso la di cui lunghezza quando 
non è disteso è data, è disteso intorno ad un cilindro Circolare. 
Il cilindro è subitaneamente annichilato, mostrare che il tempo 
che r anello impiegherà per ridursi alla sua naturale lunghezza 



dove M è la massa dell’ anello, X il suo modulo di ela- 


sticità, ed a è il raggio naturale. 


2. Un leggiero filo inestensibile omogeneo è attaccato nelle 
sue estremità a due punti fissi, e gira intorno alla linea retta 
che congiunge questi punti con uniforme velocità angolare. Tro- 
vare la forma del filo, supponendo la sua figura permanente. 


Risultato. Si prenda per asse delle x la linea retta che con- 
giunge i punti fissi, allora la forma del filo è una curva piana di 
cui l’equazione è 


1 + 




dove a e b sono due costanti. 


- 3. Una catena uniforme indefinita è in equilibrio sotto l’azione 

di forze che dipendono solamente dalla posizione cieli’ elemento 
su cui agiscono. Ogni elemento ha un’eguale velocità comuni- 
cata ad esso nella direzione della tangente alla catena in quel- 
li. . ‘ 52 
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l’elemento, dimostrare che la forma della catena non sarà alte- 
rata dal movimento. 

4. Una gomena scenda con velocità c' da una nave che si muove 
con velocità uniforme c in una linea retta sulla superficie di un 
mare di profondità uniforme. Se la resistenza dell’ acqua alla go- 
mena è proporzionale al quadrato della velocità, il coefficiente, 
B, di resistenza per il movimento longitudinale essendo diverso 
dal coefficiente A, per il movimento laterale, dimostrare che la 
gomena può prendere la forma di una linea retta che fa un an- 
golo X con l’orizzonte, tale che cot 2 X = v/e 4 +~— dove e è il 

rapporto della velocità della nave alla velocità finale di una lun- 
ghezza della gomena che cade lateralmente nell’acqua. Dimo- 
strare inoltre che la tensione si troverà dall’ equazione 



5. Un filo pesante è sospeso da una estremità, ed essendo leg- 
germente disturbato fa piccole oscillazioni intorno alla vertica- 
le. Trovare la forma della curva in cui esso deve essere situata 
in quiete al tempo t— 0, affinchè ogni punto del filo giunga alla 
verticale nello stesso tempo. • 


Risultato. Se il punto fisso è l’origine e l’asse delle x è con- 
dotto verticalmente in giù, l’equazione del filo al tempo t è 

y—^(x)cQ$ \[cg t, dove 9 si deve determinare dall’equazione 

d 2 ? 


(I — - x) 


(lx l 


ì +c ? =0 - 


e c è una costante arbitraria che dipende dalla forma iniziale 
della curva. 


6. Gli anelli estremi di una catena uniforme possono scorrere 
liberamente su due curve date in un piano verticale, ed il tutto 
è in equilibrio sotto l’azione della gravità. Supponendo che la 
catena si spezzi in un punto qualunque, dimostrare che la ten- 
sione iniziale in un punto qualunque ò T=y(A% + B), dove y è 
l’altezza del punto al di sopra della direttrice della catenaria, ? 
l’angolo che la .tangente fa con l’orizzonte, ed A e B due co- 
stanti arbitrarie. Spiegare come le costanti si debbono deter- 
minare. 


7. Un filo"b avvolto sulla parte inferiore di un circolo verti- 
cale ed è mantenuto in equilibrio agli estremi del diametro 

orizzontale da due forze. Il circolo essendo subitaneamente ri- 

« 
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mosso, dimostrai^ che la tensione nel punto più basso decresce 


istantaneamente nel rapporto 4 : g 2 -f e 2 . 

8. Spiegare in un modo generale perchè il marciare delle 
truppe in tempo lungo un ponte sospeso produrrà oscillazioni 
che possono diventare tanto grandi da essere pericolose al ponte. 

9. Una catena pesante di lunghezza 21 è sospesa da due punti 
A e B nella stessa linea orizzontale la di cui distanza scambie- 
vole non è molto diversa da 2?. Se in aggiunta alla gravità ogni 
elemento della catena è sollecitato da una piccola forza verticale 
la di cui grandezza è f aen(at-\-bs ) , mostrare che i corrispondenti 
spostamenti verticali sono dati da 


Applicare questo risultato a mostrare che i groppi di vento 
che attraversano un ponte sospeso con una velocità prossima- 
mente eguale a \!gc possono essere pericolosi al ponte. 

10. Una catena pesante di lunghezza 21 è sospesa da due punti 
A, B nella stessa linea orizzontale la di cui distanza scambie- 
vole non è molto diversa da 21. Ciascun elemento della catena è 
leggermente disturbato dalla sua posizione di quiete in una di- 
rezione perpendicolare. al piano verticale che passa per AB. Tro- 
vare le piccole oscillazioni della catena. 


11. Un filo uniforme è in equilibrio in forma di un circolo in- 
torno ad un centro di forza ripulsiva nel centro. Una piccola per- 
turbazione essendo data al filo, trovare il moto. 


12. Un filo pesante è sospeso da due punti fissi A e B ed è in 
. equilibrio in forma di una catenaria il di cui parametro è c. Sia 

il filo inizialmente spostato, i punti di sostegno A , B essendo 
anche mossi, in modo che 

9 g (1 -j- cos 2a) + c' scn 2a, 

dove Geo' sono due piccole quantità e le altre lettere avendo lo 
stesso significato come nell’ Art. 231. Se il filo è situato in quiete 
in questa nuova posizione , dimostrare che resterà sempre in 
quiete . 

13. Un filo elastico poggia sopra una tavola perfettamente le- 
vigata, ed essendo attaccato nelle sue estremità a due punti fìssi 
A e B' sulla tavola, è egualmente disteso da per tutto. L’estre- 
mità B' si scioglie subitaneamente, trovare il movimento del filo 
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CAPITOLO I. 

Equilibrio dei Fluidi. 

1. Si dinota col nome di fluido un complesso di punti mate- 
riali in numero considerevole, situati a distanze abbastanza pic- 
cole gli uni dagli altri, perchè si possa, senza errore sensibile, 
considerare come continua la materia che li compone, eccetto 
nei casi in cui si considerano delle azioni che variano sensibil- 
mente da una molecola ad un’ altra. Si suppone di più che tutti 
questi punti possano essere spostati dal più piccolo sforzo e tra- 
sportati a distanze qualunque gli uni dagli altri. Questa ipotesi 
di una perfetta mobilità non è interamente esatta, e condurrebbe 
alcune volte a risultati poco conformi all’ esperienza, quando si 
tratterà del movimento; ma, nell’equilibrio, si può riguardarla 
come esatta, senza che ne risulti alcun errore sensibile. 

I fluidi si dividono in liquidi , ed in gas o fluidi aeriformi. I 
primi si chiamano anche fluidi incompressibili, perchè si è cre- 
duto per lungo tempo che fosse impossibile di diminuire il loro 
volume con la pressione; ma si è riconosciuto, in seguito, che 
essi erano realmente compressibili ad un debolissimo grado. 

La parte della Statica che si occupa delL’ equilibrio dei fluidi 
di ogni specie si chiama Idrostatica. 

2. Allorché un liquido, racchiuso in un vaso aperto o chiuso 
da ogni parte, è in equilibrio sotto l’azione di forze qualunque, 
esso esercita una pressione sulle pareti del vaso che lo tratten- 
gono. Questa pressione può variare da un punto ad un altro; per 
definirla con precisione, si considera un’estensione infinitamente 
piccola della parete, e si suppone che la forza che si esercita su 
di essa si riproduca con la stessa intensità e nella stessa dire- 
zione su tutti gli elementi di una superficie piana eguale aH’u. 
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nità: la forza risultante è ciò che si chiama la pressione del li- 
quido nel punto della parete che si considera. Si vede che ciò 
non è altra cosa che il limite del rapporto della forza prodotta 
sulhelemento infinitamente piccolo all’area di questo elemento. 

Si può riguardare come un risultato dell’esperienza, o come 
una conseguenza della disposizione uniforme delle molecole del 
fluido le une intorno alle altre, che la direzione della pressione 
è sempre perpendicolare all’elemento della superficie sul quale 
essa si esercita; e siccome l’ azione e la reazione sono sempre 
eguali, esiste in senso contrario una eguale pressione nell’esten- 
sione dello stesso elemento. Questo fatto può ancora essere con- 
siderato come rientrante in quell’ altro più generale, che i corpi 
in contatto non esercitano l’uno sull’altro che azioni normali, 
quando le loro superficie non hanno alcuna aderenza nè. attrito. 
Poiché, quando anche un liquido fosse suscettibile di attaccarsi 
alla parete, si potrebbe riguardare lo strato estremamente sot- 
tile che vi aderirebbe, come facendo parte della parete, ed il 
resto del liquido come potendo liberamente scorrere su di essa. 

Ammetteremo, come risultato dell’ esperienza, un’altra pro- 
prietà fondamentale dei fluidi, la quale consiste in ciò che, se 
una certa quantità di fluido, in equilibrio sotto l’azione di forze 
qualunque, riempie esattamente un vaso chiuso da ogni parte, 
e che per mezzo di uno stantuffo si esercita sopra una porzione 
della superficie di questo fluido una pressione qualunque, essa 
è transmessa con la stessa intensità sopra ogni porzione equiva- 
lente della superficie delle pareti; di maniera che sopra due parti 
diseguali, la pressione è in ragione diretta delle loro aree, pur- 
ché queste superficie sieno piane; nel caso delle superficie curve 
non sarebbe cosi che per porzioni infinitamente piccole. ' 

Queste proposizioni si estendono alle pressioni interne come 
a quelle che si esercitano sulle pareti. Poiché l’equilibrio non 
sarebbe turbato, e gli sforzi resterebbero gli stessi, se si sup- 
ponesse che, in una parte qualunque del liquido, tutt’i punti 
fossero connessi invariabilmente e costituissero un corpo solido. 
Si può dunque, in un punto qualunque dell’ interno, ed in una 
direzione qualunque, supporre una parete solida; per conse- 
guenza, la pressione esercitata sopra un elemento piano di que- 
sta parete gli sarà normale, qualunque ne sia la causa. Di più, 
se questa pressione proviene da un’ altra pressione esercitata alla 
superficie del fluido racchiuso in un vaso pieno, essa sarà eguale 
alla prima per una estensione eguale in superficie. Si conclude 
da ciò che le proposizioni ammesse per le pressioni dei fluidi 
sulle pareti dei vasi che li contengono, si applicano alle pres- 
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sioni esercitate nel loro interno sopra ogni porzione di superfìcie 
che vi si vorrà considerare. 

Infine, si dedurrà facilmente da ciò che in un punto qualun- 
que del fluido, la pressione è la stessa, qualunque sia la dire- 
zione dell' elemento di superficie sul quale essa si esercita; in- 
fatti, se si concepisce intorno ad uno qualunque dei suoi punti 
un poliedro infinitamente piccolo formato dal liquido, e che lo si 
riguardi da principio come solidificato, esso è in equilibrio sotto 
T influenza delle pressioni esercitate alla sua superficie e delle 
forze che sollecitano i suoi punti interni proporzionalmente alle 
loro masse. Queste ultime possono essere considerate come pa- 
rallele, ed hanno per conseguenza una risultante di cui l’inten- 
sità sarà proporzionale alla massa del poliedro che è un infini- 
tamente piccolo del terzo ordine; e siccome le sue facce sono de- 
gl’ infinitamente piccoli del secondo ordine, al pari delle pres- 
sioni che esse sopportano, l’equilibrio potrà essere considerato 
come esistente sensibilmente tra queste pressioni soltanto. Se 
ora si rende al poliedro la sua fluidità primitiva, e che si solidi- 
fica il resto del liquido, che diviene allora come un vaso polie- 
drico chiuso da ogni parte e ripieno di liquido, nulla sarà cam- 
biato nelle azioni scambievoli delle molecole e per conseguenza 
nelle pressioni che esse producono. Ora, risulta dalla proprietà 
generale dei fluidi, che le pressioni sulle pareti sono eguali per 
elementi eguali in superficie, qualunque sia la loro direzione; e 
siccome tutti questi elementi di superficie si avvicinano indefi- 
nitamente a passare per il punto considerato nel liquido, se ne 
deve conchiudere che, qualunque sia la direzione di un elemento 
piano, che passa per un punto qualunque di un fluido in equi- 
librio, la pressione esercitata su di esso e riferita all’unità di 
superficie è sempre la stessa. 

3. Se si suppone un fluido incompressibile racchiuso in un 
vaso immobile e sottomesso a pressioni prodotte sulla sua super- 
ficie da un numero qualunque di stantuffi, il principio delle ve- 
locità virtuali avrà luogo nel caso dell’ equilibrio di queste forze, . • 
riguardando come condizioni del sistema che il fluido resti con- 
tinuo, di volume costante, e sempre in contatto con le basi degli 
stantuffi. Siano, in effetti, a t a ' , a", etc., le aree di queste basi; 
le pressioni prodotte da questi stantuffi, riferite all’unità di su- 
perficie, saranno eguali; e se si dinota il loro valore con p, le 
forze applicate alla superficie del liquido saranno rispettivamente 
«p, a'p, a"p, etc. Siano dp, dp', dp", etc. le velocità virtuali dei 
punti di applicazione di queste forze valutate secondo le loro di- 
rezioni; esse saranno assoggettate alla condizione che il volume 
li. 53 
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del liquido non abbia variato per questo spostamento, e clic non 
si sia operato alcun vuoto; donde risulta 

aop + a'òp' 4 a"òp” 4- ... = 0 , 


e per conseguenza, 

apop 4- a' pop’ 4 a” poi)” 4- ... = 0 , 

il che dimostra che la somma dei momenti virtuali delle forze è 
eguale a zero. 


Equazioni generali dell’ equilibrio dei fluidi. 


4. Siano X, Y } Z le componenti della forza, riferita all’unità 
di massa, che agisce nel punto di cui le coordinate sono x 1 y , z\ 
dinotiamo con p la densità del liquido, e con p la pressione in 
questo punto, riferita all’unità di superficie;^ e p sono funzioni 
di a’, y, z che si propone di determinare quando l’equilibrio è 
stabilito. 

Se al punto di cui le coordinate sono x , y, z si concepisce un 
parallelepipedo di cui gli spigoli siano paralleli agli assi e ri- 
spettivamente eguali ai differenziali dx , dy, dz , la sua massa dm 
sarà eguale a p dx dy dz e sarà sollecitata dalle tre forze 


pX dx dy dz , pl r dx dy dz , pZ dx dy dz ; 


le sue sei facce saranno sollecitate da forze parallele agli assi, e 
. dirette verso l’ interno del suo volume. Se si considerano da prin- 
cipio le due facce parallele al piano delle x ed y, di cui l'una 
passa pel punto di cui le coordinate sono x , y, z 1 e l’altra pel 
punto che ha per coordinate x, y, z\ clz , la pressione esercitata 
sulla prima è pdxdy\ e sulla seconda essa è 


- dx dy (p + ~ dzj , 


— essendo la derivata parziale di p rispetto a s. Ciascuna di 

esse può essere riguardata come costante in tutta l’estensione 
della faccia corrispondente, senza che ne risulti errore nelle e- 
quazioni, considerate nel limite. Le due forze alle quali si ridu- 
cono le azioni esercitate rispettivamente su queste due facce sono 
dunque delle forze direttamente opposte, ed esse si compongono 
in una sola, parallela all’ asse delle z ed eguale a 


— dx dy dz 


dp 
dz * 
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* 

Similmente, le pressioni parallele all’asse delle y ed all’asse 
delle x si riducono alle forze 


— dx dy dz 3?, — dx dy dz 

dy dx 

Queste tre forze possono essere considerate come agenti nel 
centro del parallelepipedo, del pari che la risultante delle forze 
applicate a tutt’ i punti della sua massa, poiché queste forze deb- 
bono essere riguardate come costanti di grandezza e di direzio- 
ne,^ che la densità può essere supposta la stessa in tutt’i punti 
del parallelepipedo. È dunque necessario e sufficiente, per il suo 
equilibrio, che le forze parallele a ciascuno degli assi siano in 
equilibrio tra loro, ciò che dà le tre equazioni 



Moltiplicando queste equazioni rispettivamente per dx, dy , dz , 
e sommandole, viene 

(2) dp = p (X dx + Y dy + Z dz) ; 

ciò che apprende che se il fluido ò in equilibrio, l’ espressione 


p (X dx -\-Y dy \ Z dz) 

ò il differenziale totale di una funzione di x, y, z , e che questa 
funzione dà necessariamente l’espressione della pressione, a 
meno di una costante arbitraria. 

Dinotiamo questa funzione con F(x,y,z), l’equazione (2) darà 

(3) p = F(x, y, z) -(- C, 

C essendo una costante arbitraria che si potrà determinare se si 
conosce la pressione in un punto dato. Se il fluido non è rac- 
chiuso in un vaso chiuso da ogni parte ed esattamente pieno, 
sarà necessario che alla parte libera della superficie vi sia una 
pressione esterna di cui il valore sia dato dall’equazione (3), e 
che sia diretta in ciascun punto verso l’interno del liquido. 


5. Superficie di livello . In un fluido in equilibrio, si chiama 
superficie di livello ogni superficie tale che la risultante delle 
forze che agiscono sul liquido le sia normale in ciascuno dei 
suoi punti. 

Se si dinotano dunque con dx, dy, dz gli accrescimenti infi- 
nitamente piccoli che prendono le coordinate x, y, z di un punto 


% 
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qualunque di una di queste superficie quando si passa ad un al- 
tro punto di questa stessa superficie, si avrà la condizione 

(4) Xdx + Ydy Zdz = 0; 

questa è l’equazione differenziale di tutte le superfìcie di livello. 

Ne risulta, in virtù dell’equazione (2), che per tutt’i punti di 
una stessa superficie di livello, si ha 

dp = 0 , 

e che per conseguenza la pressione vi è costante. Questa pro- 
prietà osservabile potrebbe servire di definizione a queste su- 
perficie, e quella che è espressa dall’ equazione (4) ne sarebbe 
una conseguenza immediata. 

L’equazione finita delle superficie di livello sarà, dinotando 
con c una costante arbitraria, 

F(x, y,ts) = c , 

F (x, y , z) essendo sempre la funzione di cui il differenziale è 

p (X dx -f Ydy + Z dz ). 

Se la costante c prende successivamente tutt’i valori possibili, 
si otterranno tutte le superficie di livello. Questo superficie os-, 
servabili non possono incontrarsi se dei valori finiti di x,y,z 
danno sempre alla funzione F (x , y , z) dei valori finiti e deter- 
minati; poiché allora non si potrebbe avere nello stesso tempo 

F(.x,y,g) = c, ed F{x,y,g) = c', 

c e c' essendo differenti. 

Se fosse altrimenti, le conseguenze precedenti non sussiste- 
rebbero più. Nei punti in cui due superficie di livello s’incon- 
trerebbero, la pressione sarebbe indeterminata, e per conse- 
guenza non si potrebbe più dire che la pressione sarebbe co- 
stante in tutta l’ estensione di una stessa superficie di livello. 
Noi non considereremo i casi eccezionali in cui queste circo- 
stanze s’incontrerebbero. 

Se la superficie libera del liquido è sottomessa ad una pres- 
sione costante in tutti i suoi punti, essa stessa è una superficie 
di livello. . - 

6. Se X dx -f Ydy i-Zdz è il differenziale totale di una funzione 
9 di x , y, z y come ciò ha luogo per esempio quando le forze date 
sono dirette verso dei centri fissi, e non dipendono che dalla di- 


. EQUAZIONI DELL’EQUILIBRIO DEI FLUIDI. 421 

stanza da questi centri, l’equazione (2) può mettersi sotto la 
forma 

(5) dp — pdo. • 

Il primo membro di questa equazione è il differenziale di una 
funzione delle variabili indipendenti $, y } z\ è lo stesso di dy ; 
dunque, affinché il secondo membro sia identico al primo, è ne- 
cessario die p sia una funzione di 9; ma questa funzione può 
avere una forma qualunque. 

Cosi la densità sarà costante nello stesso tempo che 9, vale a 
dire per tutt’ i punti di una stessa superficie di livello; e queste 
superficie dividono il fluido in strati in cui la pressione e la den- 
sità non variano. 


7. Nel caso dei fluidi compressibili, la densità dipende dalla 
pressione. Sia allora p=f(jp), l’equazione (5) diviene 



onde • 



La costante si determinerà pel valore dato della pressione in 
un punto conosciuto; si potrà ricavare di là£>, e per conseguenza 
p in funzione di 9, e si conoscerà la densità c la pressione rela- 
tiva ad una superficie qualunque di livello. 

Supponiamo per esempio che si tratti di un gas ; si avrà, se- 
condo la legge di Mariotte, 


p = ìcp, 

k essendo dipendente dalla temperatura, che riguarderemo da 
principio come costante. L’ equazione (5) darà 



* 




onde 



? 

k 


> 


C essendo una costante che si determinerà pel valore d\p corri- 
spondente ad un valore conosciuto di 9. 

L’ ultima equazione può mettersi sotto la forma 



e si avrà per conseguenza 



Se la temperatura non ò costante, k sarà variabile, ed allorché 
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1’ equilibrio sarà stabilito, l’equazione (G) apprende che Jc non 
potrà essere che una funzione di 9, e che per conseguenza la tem- 
peratura sarà costante per tutt’ i punti di una stessa superficie 
di livello. La pressione e la densità saranno determinate dalle 
formole 

„ * J *' C 
V- Ce , p = T e . 

Considerando la terra come sferica, e facendo astrazione dal 
suo movimento di rotazione, la forza applicata alle molecole del- 
1’ aria è diretta verso il centro, e per conseguenza le superficie 
di livello saranno delle sfere concentriche alla terra. L’equilibrio 
dell’ atmosfera esigerebbe dunque che la temperatura fosse da 
per tutto la stessa ad eguale distanza dalla superficie della terra, 
ciò che non può essere a motivo della presenza del sole. Donde 
segue che questo equilibrio non può aver luogo. 

8. In luogo di considerare un liquido in equilibrio, nello stato 
di riposo, 0 animato da una velocità comune a tutt’i suoi punti, 
si potrebbe supporre che esso giri uniformemente intorno ad un 
asse fisso, e cercare le condizioni affinchè tutt’ i suoi punti non 
si spostino gli uni rispetto agli altri. Basterà per ciò, secondo il 
principio di D’ Alembert, che vi sia equilibrio in ciascun punto 
tra le forze date e le forze eguali ed opposte a quelle che pro- 
durrebbero su ciascun punto libero il movimento che esso ha real- 
mente, vale a dire alle forze centripete. 

L’equilibrio ha dunque luogo tra le forze date e le forze cen- 
trifughe considerato come applicate alle molecole stesse. Se la 
velocità angolare è dinotata da io, le componenti della forza cen- 
trifuga saranno io 2 #, io 2 y parallelamente agli assi delle x e delle y, 
e la terza sarà nulla se si prende 1’ asse di rotazione per asse 
delle z. Si avrà dunque, per determinare là pressione, 

( 7 ) . djp = p ( Xdx -f Ydy -f Zdz -1- io 2 xdx + io 2 ydy). 

I termini introdotti dalla forza centrifuga dovranno dunque for- 
mare un differenziale esatto insieme con 

p (Xdx + Ydy + Zdz). 

Le superficie di livello avranno per equazione comune 

Xdx + Ydy -f Zdz + co 2 (xdx + ydy) - 0 , 0 9 - c, 

\ 

dinotando con 9 la funzione di x , y , z di cui il primo membro 
moltiplicato per p è il diiferenziale, e con c una costante arbi- 
traria. 
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Se la superficie libera del liquido, omogeneo o eterogeneo, è 
sottomessa ad una pressione costante, essa stessa sarà una su- 
perfìcie di livello, e la sua equazione sarà compresa nell’ equa- 
zione generale c Se dunque si conosce il volume totale del 
liquido, e la forma del vaso nel quale esso è racchiuso, il valore 
della costante c si troverà determinato, come andiamo a vedere 
in un caso particolare. 

9. Supponiamo un liquido omogeneo pesante, di cui la super- 
fìcie libera sia sottomessa ad una pressione costante P, e che si 
trova rinchiuso in un cilindro verticale di cui il raggio della base 
ò a, nel quale esso s’ innalza ad un’ altezza li nello stato di ri- 
poso. Prendiamo per asse delle z l’assedi questo cilindro nel senso 
opposto al peso. 

Si avrà allora 


c essendo una costante arbitraria. 

Questa equazione rappresenta dei paraboloidi di rivoluzione 
intorno all’asse delle z ì e c è 1’ altezza del loro vertice al di so- 
pra del piano della base. 

La superficie libera, essendo sottomessa ad una pressione co- 
stante, è una superficie di livello, e la sua equazione si otterrà 
dando a c un valore particolare conveniente., nell’ultima equazio- 
ne. Questo valore si otterrà calcolando il volume del liquido ter- 
minato alla superfìcie che essa rappresenta, ed eguagliando il ri- 
sultato a tmVi. Si trova per sua espressione 


z essendo il valore corrispondente al punto in cui la parabola ge- 
neratrice incontra il cilindro, valore che è eguale a 


x = 0, r=0, z = -g, 

e 1’ equazione (7) diviene. 

cip = — cj[j clz 4- {xdx + ycly). 

L’ equazione generale delle superfìcie di livello sarà 


— gdz + io 2 {xdx + ydy) — 0, 


donde 
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Si avrà dunque, per determinare c, 1’ equazione 


-ahi = za-c + 


d’ onde si ricava 


-a* io 2 
'*9 


c = li — 


ah» 2 
4 g * 


L’ equazione della superfìcie che termina il liquido è dunque 

' . -+»-S(«+ *£-*)'• 

Resta ora a determinare la pressione in un punto qualunque. 
Ora, integrando il valore di dp, si trova, dinotando con c una 
costante arbitraria, 

io 2 

P = - r/fg+ (x ' * + y*) + c\ 

e si determinerà c f esprimendo che alla superficie si ha P—P\ si 
trova così 

_ o*w*p , , 

P = — -r- * -9ph + C, 


onde 


, T1 a 2 io 2 p _ 
c — 1 — + g p/i , 


ciò che dà la soluzione completa della questione. 

Si può osservare che, allorché il liquido parte dalla quiete e 
perviene alla sua posizione di equilibrio nel movimento di ro- 
tazione, il punto della superfìcie libera che era sull’asse si è ab- 
bassato di quanto i punti in contatto col cilindro si sono eleva- 
ti. 'Infatti, T altezza c del vertice del paraboloide che termina il 


ah» 2 


liquido è eguale ad li — , e l’ altezza dei punti del parabo- 

%s • 

Ioide che sono sulla superficie del cilindro è 


« 2 (0 2 . 

c H — , o li - j- 


a 2 io 2 


2<7 ’ ~ ' 4 9 

Ora queste due altezze differiscono dall’ altezza primitiva li , 
della stessa quantità 


ah» 2 


4 9 
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Dell’ equilibrio elei fluidi pesanti. 

10. Allorché il peso è la sola forza che sollecita le molecole di 
un fluido omogeneo, si ha . 

dp = — pg dz y onde p = - pgz -f c,* 
e se P dinota la pressione corrispondente a z=h } si avrà 

P - 99 Q* - e) + -P. 

Le superficie di livello sono dei piani orizzontali, e la pressione 
in ciascun punto non dipende che dall’ altezza. 

Se la densità p fosse variabile in un modo continuo o discon- 
tinuo, bisognerebbe che essa fosse una funzione di z, e si avrebbe 

, p=-fffp fo- 

3 1 . Pressione sulle pareti. Consideriamo da principio una parete 
piana, c dividiamola in elementi infinitamente piccoli d\. Dino- 
tiamo con z la distanza di uno qualunque tra essi dalla superfi- 
cie esterna del liquido, che supporremo omogeneo. La pressione 
prodotta dal liquido sull* elemento c7X, indipendentemente dalla 
pressione esterna esercitata sulla superficie, sarà gpzd\\ e la som- 
ma di tutte le pressioni sarà 

gpZzdl, o gpAz t , 

A dinotando 1* area della parete e z t la distanza del suo centro 
di gravità dalla superfìcie del liquido. Risulta da ciò che la pres- 
sione resterà la stessa qualunque posizione prenda la parete, pur- 
ché il suo centro di gravità resti fisso. 

Questa pressione é del tutto indipendente dalla forma del va- 
so, e si può produrre sul fondo del vaso una pressione conside- 
revole con un peso debolissimo di liquido, purché la distanza dalla 
superficie libera sia grandissima. 

In quanto al punto d’ applicazione della risultante di tutte le 
pressioni, al quale si è dato il nome di centro di pressione , si 
calcolerebbe con la teoria ordinaria del centro delle forze paral- 
lele. È facile vedere che esso è situato più in basso del centro 
di gravità dell’ area. Infatti, conduciamo per quest’ ultimo un’o- 
rizzontale nel piano della parete; essa ne dividerà l’area in due 
parti di cui i momenti rispetto a quest’ orizzontale saranno e- 
guali. Ma le pressioni esercitate sulla parte della superfìcie si- 
tuata al di sotto di questa linea darebbero, per rispetto ad essa 

II. 54 
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un momento maggioro che quelle che si esercitano sulla parte 
superiore; poiché, immaginando la superficie totale divisa in ele- 
menti eguali, le pressioni esercitate su ciascuno di quelli della 
parte inferiore saranno maggiori delle più grandi di quelle che 
hanno luogo nella parte superiore. Ora, se si prendessero tutto 
queste eguali alla più grande tra esse, che si riferisce ai punti 
situati sull' orizzontale condotta pel centro di gravità, e tutte 
le altre eguali alla più piccola tra esse, che si riferisce ai punti 
situati in questa stessa orizzontale, le somme dei momenti sa- 
rebbero eguali. Dunque, prendendole tali quali sono, la somma 
dei momenti è maggiore per quelle che si riferiscono alla parte 
inferiore; dunque il centro delle forze di pressione esercitate sulla 
parete ò al di sotto dell’ orizzontale condotta pel suo centro di 
gravità; ciò che bisognava dimostrare. 

Per conoscere le coordinate di questo punto, bisogna calcolare, 
per rapporto ai tre piani coordinati, la somma dei momenti delie 
pressioni esercitate su ciascun elemento della parete, e dividerla 
per la somma delle pressioni. 

Consideriamo da principio i momenti rispetto al piano delle 
x ed y . 

Rappresentiamo con di un elemento infinitamente piccolo della 
parete; la pressione che si esercita su di esso sarà gpzd\ y ed il 
suo momento avrà per valore gpz^d'k. Se dunque si dinotano 
con x\ y' y z' le coordinate del centro di pressione, con x iy y K , z x 
quelle del centro di gravità della parete, e con A la sua area, si 
avrà 

lz*d\ = z'lzdk = Az'z ì , 

i due integrali il estendendosi a tutti gli elementi della parete. 

Si troverà similmente, prendendo i momenti rispetto ai due 
altri piani di proiezione, 

ZyzdX — Ay'z ì , ZxzdX = Ax' z v 

Le coordinate del centro di pressione hanno dunque per valori 

, lxzd\ , HyzdX , Zz-dl 
x — — , y = , z = — , — . 

Az x J Az { Az t 

12. Consideriamo, in particolare, il caso di un trapezio di cui 
le basi sono orizzontali. È facile di riconoscere che il centro di 
pressione è situato sulla linea che congiunge i punti inedii delle 
due basi; di maniera che basta conoscere una delle tre coordi- 
nate di questo punto, per esempio z' . Ter ciò, dividiamo il tra- 
pezio in strisce infinitamente piccole comprese tra rette parallele 
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allo basi, la somma I,s-d\ potrà ottenersi moltiplicando la su- 
perficie di ciascuna di queste strisce per il valore corrispon- 
dente di z-, e facendo la somma di questi prodotti in tutta l’esten- 
sione del trapezio. Siano a la base superiore del trapezio, b la 
base inferiore, h la sua altezza, u la distanza di una striscia qua- 
lunque dalla base superiore, c la distanza di questa base dal li- 
vello del liquido, e y l’angolo del piano del trapezio col piano 
orizzontale. L’area di una striscia qualunque avrà per espressione 

( b-a \ _ 

( a -1 z — u ) clic , 


e si avrà z = c 4* u sen y 

Bisognerà dunque calcolare 


J (c + «seny) 2 



b-a \ 
— u ) 


du ì 


e dividere il risultato per Az t , o per 


Zi (<z 4- b ) 
2 


(c 4- u ì sen y) ; • 


si conoscerà così z' } o c 4- u- seny. 

Il valore di u' determinerà la posizione del centro di pressione 
nel trapezio, più comodamente di z. Effettuando i calcoli indi- 
cati, si trova 

, _ li 2 ( a 4- 3 b) seny + 2 he ( a 4- 2 b) 

2 h ( a -t- 2 b) seny + 6c(a -f- b) 

se si lia < 4 = 0 , vale a dire se la base superiore è al livello del li- 
quido, si ha 

, _ li ( a 4- 3 b) 

U ~~ 2 (a 4 2 b)' 

In questo caso il centro di pressione è indipendente dall’ incli- 
nazione della parete. 

Se nello stesso tempo si ha 


a =- 0 , o b = 0 , 

3 Zi . , Zi 

si trova, nel primo caso, w =—, e, nel secondo, ìi -- 

4 

•Il trapezio è allora ridotto ad un triangolo: nel primo caso, 
il suo vertice è a fior d’acqua, e, nel secondo, ò la base che vi 
si trova. 
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Se n~b } la parete ha la forma di un parallelogrammo, e si 
trova 



13. Le pressioni esercitate sopra una parete curva non sono 
sempre riducibili ad una sola forza, poiché esse non sono più pa- 
rallele; ma, siccome esse sono applicate ad un sistema rigido, 
sono sempre riducibili a due forze al più. L’espressione di cia- 
scuna delle pressioni elementari essendo conosciuta, del pari che 
le coordinate del suo punto di applicazione, si potranno sempre, 
con i metodi ordinarii, ridurle a tre forze dirette secondo gli 
assi delle coordinate, ed a tre coppie che hanno i loro assi in 
queste stesse direzioni. Si vedrà allora se la condizione neces- 
saria affinchè vi sia una risultante è verificata, ed in questo caso, 
si determinerà facilmente la' risultante. Nel caso contrario, il 
sistema delle forze si troverà ridotto ad una forza e ad una cop- 
pia, e si potrà, se si vuole, ridurlo a due forze solamente. 

14. Consideriamo in particolare le pressioni esercitate sulla 
superficie di un corpo immerso, sia in totalità, sia in parte, in 
un liquido pesante in equilibrio. In questo caso, è facile di di- 
mostrare che le componenti orizzontali delle pressioni si distrug- 
gono, e che non restano che le componenti verticali, le quali 
hanno sempre una risultante. 

Infatti, consideriamo la porzione di superficie compresa tra 
due piani orizzontali infinitamente vicini, ed occupiamoci da 
principio delle componenti delle pressioni che essa sopporta j)a- 
rallelamente all’asse delle x. Potremo fare la decomposizione 
della superficie in un modo qualunque, ed in questo prime caso, 
la divideremo in elementi con piani paralleli al piano delle x e z 1 
ed infinitamente vicini tra loro; essi si proietteranno a due a 
due secondo lo stesso rettangolo dydz sul piano delle y e z. Ora, 
se si dinotano con p la pressione che corrisponde alla distanza 
dello strato dalla superficie libera del liquido, e con a, p, y gli 
angoli che la normale in un punto qualunque dello strato fa con 
gli assi delle x , delle y e delle z, le componenti della pressione 
pio che si esercita sopra un elemento w di questo strato saranno 

p io cos a, pio cos pio cos 7 , 

0 p dy dz , p dx dz, p dx d y , 

• 

vale a dire esse sono rispettivamente eguali alle pressioni che 
sopporterebbero nello stesso punto le proiezioni dell’ elemento io 
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sopra tre piani paralleli ai piani coordinati. Ma per i due ele- 
menti che hanno la stessa proiezione dyds sul piano delle 
le componenti parallele all’ asse delle x ì avendo così dei valori 
eguali pdydz, ed in direzioni contrarie, si distruggeranno; e 
tutti gli elementi dello strato potendo essere considerati così a 
due a due, ne segue che tutte le componenti parallele all’asse 
delle r, delle pressioni che esso sopporta, si distruggono scam- 
bievolmente. Accadrebbe lo stesso delle componenti parallele 
all’asse delle y per le quali si farebbe la decomposizione in ele- 
menti che si proietterebbero a due a due secondo la stessa su- 
perficie dxdz\ e risulta da ciò che non restano se non le compo- 
nenti verticali delle pressioni sopportate dallo strato. Non resta 
più che a comporre queste ultime in tutta Y estensione della su- 
perfìcie immersa. 

Ora, se si concepisce questa superficie decomposta in elementi 
che si proiettano sul piano delle x ed y secondo i rettangoli dxdy, 
questi elementi avranno a due a due la stessa proiezione, e da- 
ranno luogo a componenti in senso contrario, che si ridurranno 
ad una forza diretta da basso in alto, ed eguale al peso del li- 
quido che rimpiazzerebbe la parte del corpo avente la stessa pro- 
iezione dxdy ì questa porzione di liquido essendo supposta con- 
tinuata ad altezza eguale, come il liquido che circonda il corpo, 
e che può essere omogeneo o eterogeneo. 

Segue da ciò che il corpo è spinto in senso contrario del peso, 
come lo sarebbe, nel senso di questa forza, la parte del liquido 
di cui esso tiene il posto. Tutte le pressioni che esso sopporta 
hanno dunque una risultante eguale al peso del liquido spostato 
ed applicata al centro di gravità di questa porzione del liquido, 
in senso contrario del peso. Questo corpo è sollecitato, inoltre, 
dal suo peso applicato nel suo proprio centro di gravità; di ma- 
niera che esso non sarà in equilibrio se non quando il suo peso 
ò eguale al peso del liquido che esso sposta, ed il centro di gra- 
vità di quest’ultimo è sulla verticale condotta pel centro di gra- 
vità del corpo. 

Questo principio d’idrostatica, che è stato scoperto da Archi- 
mede, e che si applica egualmente ai liquidi ed ai gas, si enun- 
cia ordinariamente dicendo che un corpo immerso in un fluido 
qualunque in equilibrio , perde una quantità del suo i^eso eguale 
al peso del fluido che esso sposta . 

15. Nella dimostrazione che ne abbiamo data, abbiamo ana- 
lizzato tutte le pressioni che hanno luogo sulla superficie del 
corpo immerso; ma si potrebbe dispensarsene e determinarne di- 
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rettamente l’ effetto totale. In effetti, il corpo prova le stesse 
pressioni che proverebbe il liquido che esso sposta, e che si poteva 
supporre solidificato, senza turbare V equilibrio. Ora, questa por- 
zione di liquido non prendendo alcun movimento, bisogna che le 
pressioni che esso prova distruggano esattamente l’effetto del 
peso, e per conseguenza abbiano per risultante una forza verti- 
cale eguale al suo peso e che passa per il suo centro di gravità. 
Dunque ogni corpo immerso in un fluido si trova sottomesso al- 
l’ azione di due forze verticali contrarie: l’una eguale al suo peso, 
ed applicata al suo centro di gravità; l’altra eguale al peso del 
liquido spostato, e che passa per il centro di gravità di questo 
liquido. 

Risulta da ciò che, per conoscere il peso di un corpo, bisogna 
pesarlo nel vuoto. Se si sapesse quanto esso pesa nell’aria o in 
ogni altro fluido, bisognerebbe aggiungere a questo peso quello 
di un volume eguale di questo fluido, per avere il vero peso del 
corpo. 

Sopra i principii precedenti è fondata la teoria degli areometri 
e-della bilancia idrostatica. 
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CAPITOLO IL - 
Equilibrio dei galleggianti etc. 

16. Affinchè un corpo solido, in parte immerso in un liquido, 
sia in equilibrio, è necessario, come abbiamo detto, che il suo 
peso sia eguale a quello del liquido spostato, e che il suo centro 
di gravità. sia sulla stessa verticale con quello di questa porzione 
del liquido. Se supponiamo questo liquido omogeneo, al pari del 
corpo che galleggia alla sua superficie, il centro di gravità del 
liquido spostato coincide con quello della parte immersa del corpo 
solido. Così, per determinare le posizioni secondo le quali questo 
corpo può restare in equilibrio alla superficie del liquido, biso- 
gna segarlo con un piano in modo che il volume di una dello 
parti stia al volume intero, come la densità del corpo sta a quella 
del liquido, e che i centri di gravità di questa parte e del corpo 
intero siano sopra una stessa perpendicolare al piano segante. 
Basta allora di situare il corpo in modo che questo piano coinci- 
da con la superficie del liquido, affinchè l’equilibrio abbia luogo. 

Per dare un esempio di questa determinazione, consideriamo 
un prisma triangolare retto, avente i suoi spigoli orizzontali. 
Nella sua posizione di equilibrio, esso potrà avere due di questi 
tre spigoli, o uno solo al di sotto del livello del liquido; esami- 
neremo da principio quest’ultimo caso. E facile di vedere che la 
lunghezza del prisma non ha alcuna influenza sulla posizione 
cercata, e, di più, che ogni piano parallelo agli spigoli divido il 
volume nello stesso rapporto come la base. Possiamo dunque li- 
mitarci a considerare quest’ ultima. 

Siano ABC questa base, a, b, c i suo- tre lati, Q il vertice 
immerso, DE la linea di galleggiamento 
o l’ intersezione con la superficie del li- 
quido, F ed li punti medii di AB e DE, 
r il rapporto della densità del corpo a 
quella del liquido. Poniamo 

CF=.f, CD —.x , CE — y , 

e dinotiamo con a, 6 gli angoli ACF, 

BCF . 

La questione consiste a condurrò la 
retta DE in modo che il rapporto dei 
triangoli CDE , CAB sia r, e che la li- 
nea FI, la quale è parallela a quella 
che congiungerà i centri di gravità di questi triangoli, sia per- 
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pendicolare a DE, condizione che si riduce a quella dell’ egua- 
glianza delle linee DE, FE. 

Le due equazioni che debbono determinare x ed y sono dunque 

(1) xy—rdb , x 2 — 2fx cosa = y 2 - 2fy cos (2 , 
onde, eliminando y, 

(2) - x K - 2 fx z cos a + 2 rabfx cos £ — r 2 ci 2 b 2 — p. 

Questa equazione ha necessariamente due radici reali , l’ una 
positiva, e l’altra negativa, che non si riferisce alla quistione. 
Se le due altre radici sono reali, la regola dei segni di Descartes 
mostra che esse sono positive; vi possono essere dunque al più 
tre posizioni di equilibrio, per le quali il vertice C sarebbe im- 
merso; e ciò avrà luogo se i tre valori reali di x sono più piccoli 
di a, e danno per y dei valori più piccoli di b. 

Se i due vertici A e D fossero immersi nel liquido, il rapporto 
delle superficie DDE A ed ABC sarebbe r, e per conseguenza 
quello dei triangoli ODE, ABC sarebbe 1— r; d’altronde, i cen- 
tri di gravità di questi ultimi e di BDEA essendo in linea retta, 
è chiaro che basta cambiare r in 1-r nelle equazioni (1), e l’e- 
quazione in x relativa al nuovo caso sarà 


x l — 2 fx* cos a 2(1 — r)abfx cos £ — (1 — r) 2 a 2 b 2 — 0 . 

17. Se il triangolo ABC ò isoscele, si ha 

f c 1 

b = a, cosS = cosa = -. f 1 = a 2 — - > 
r a 4 


c le equazioni (1) diventano 


2 f 2 


xy = ra 2 , x 2 - y 2 — - — (x - y) — 0. 

ex 

Si ha da principio per soluzione 

x — y — a \f~r , 

e, togliendo il fattore x—y nella seconda equazione, restano a 
trovare le soluzioni delle due seguenti: 


. 2 f* 

xy = ra 2 , x y — — . 

ex 


I valori di x ed y saranno dunque dati, come si poteva preve- 
dere, da una stessa equazione di secondo grado, che sarà 



2 f 2 

q . o r\ 

x l x -f ra- = 0, 

a 


o x 


2 _ 


(4a 2 - c 2 ) 


2a 


x 4- ra 2 = 0 ; 
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le sue radici saranno immaginarie se si ha 

f' - — 

V 4 a*J 1 


r > -T, 

a 4 


r > 


( c 2 V 

esse saranno eguali se r= (1 - 1 , c si avrà ancora jr=y, 

sicché questa soluzione deve coincidere con la prima. Infatti, si 

. d 1 . . , 

trova x =—, e siccome si ha 
a 

/■* = «v, 

ne risulta 

f 2 — a 2 \/V , ed # = a \/r , 

•come nel primo caso. 


Se si ha r < 


(■ - è)’. 


le due radici sono reali e positive; 


esse danno dunque delle posizioni di equilibrio , se sono mi- 
nori di a. 

L’equazione relativa al caso in cui i due vertici A , B fossero 
immersi, si otterrà cambiando r in 1— r nella precedente, e sarà 


w 


x ì - (4a l c?) X H (1 - r)« J = 0 , 


2(1 


c darebbe luogo ad una discussione analoga. 


Se il triangolo è equilatero, si ha c=fl, c le equazioni (3) e (4) 
diventano 

' , Sa . . 

x- — - x + ni- — 0 , 

ù 

x 1 — “ x 4 (1 — r)a* = 0. 

u 


Le radici della prima sono 


oa a 


~ + ~ v 9 — 16 r . 
4 — 4 


9 


Esse saranno reali se si ha r < — , e saranno tutte e due minori 

1 0 

di a se si ha 


V y — 1 6 r < 1 , 


0 


1 

’■ > 2- 


Vi saranno dunque tre posizioni di equilibrio per le quali il ver- 
II. 


r r 
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tiee C sarà immerso, se r è compreso tra ^ ed ì + L’equa- 

2 2 16 

zione relativa ai due vertici immersi ha per radici 

3 a a 


x =~i±l VlCr- 7; 


le sue radici saranno reali se si ha r > — : , e saranno minori di a 

lo 

se si ha 


V 16r — 7 < 1, 


o 


r < 


1 

2 ; 


vi saranno dunque tre posizioni di equilibrio per le quali i due 

vertici A e B saranno immersi, se r è compreso tra ed ì , ' 

2 16 2 

condizione che non può essere soddisfatta nello stesso tempo con 
quella che si riferisce al caso precedente. 


18.1 prismi o cilindri omogenei possono essere anche in equi- 
librio, supponendo i loro spigoli verticali, ed accadrebbe lo stesso 
se, invece di essere omogenei, fossero composti di strati omo- 
genei, di densità variabile, e perpendicolari agli spigoli. In que- 
sto caso, i centri di gravità del liquido spostato e del corpo so- 
lido essendo necessariamente sulla stessa verticale, basterebbe 
che il peso del primo fosse eguale a quello del secondo, perchè 
r equilibrio avesse luogo. Se, in luogo di un cilindro, si avesse 
un solido di rivoluzione, le sue posizioni di equilibrio, suppo- 
nendo il suo asse verticale, non offrirebbero maggiore difficoltà; 
basterebbe dividere il volume con un piano perpendicolare al 
suo asse, in modo che il rapporto di una delle due parti al tutto 
fosse eguale a quello della densità media del corpo a quella del 
liquido. 

Stabilità dell’ equilibrio dei galleggianti. 

19. L’ equilibrio di un corpo galleggiante è stabile o insta- 
bile, secondo che questo corpo tende a ritornare verso la sua 
prima posizione, o ad allontanarsene, allorché ne è stato di poco 
spostato. Se questo corpo è un prisma avente i suoi spigoli oriz- 
zontali, è facile di vedere che in generale le sue posizioni di 
equilibrio stabile ed instabile si succedono alternativamente. In- 
fatti, se lo si allontana di un modo continuo da una posizione di 
equilibrio stabile, per farlo pervenire ad un' altra posizione sta- 
bile, esso tenderà a ritornare alla prima sino ad un certo punto, 
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passato il quale tenderà ad allontanarsene per avvicinarsi alla 
seconda posizione. Esiste dunque una posizione intermedia tale 
che, quando si sposta il corpo da un lato o dall’altro, esso tende 
ad allontanarsene; e per conseguenza questa posizione è quella 
di un equilibrio instabile. Dunque, tra due posizioni di equili- 
briostabile, ve ne è una di equilibrio instabile, e reciprocamente. 

20. Prima di andare innanzi, è bene di osservare che se un 
corpo è segato da un piano, il volume situato da una parte di 
questo piano sarà equivalente a quello che si otterrebbe segan- 
dolo con un altro piano qualunque, che fa un angolo infinita- 
mente piccolo col primo, purché esso passi pel centro di gravità 
dell’area della prima sezione, vale a dire, per parlare più esat- 
tamente, la differenza dei due volumi sarà infinitamente piccola 
rispetto al volume compreso tra questi piani. 

Infatti, trascurando le quantità infinitamente piccole per rap- 
porto a questo volume, si può riguardare la superficie del corpo 
come rimpiazzata, nelle vicinanze della sezione, da una super- 
ficie cilindrica che le sarebbe perpendicolare. Ora, si sa che un 
tronco di cilindro ha per misura il prodotto di una delle sue basi 
per la perpendicolare abbassata dal centro di gravità della se- 
conda sul piano della prima; d’ onde risulta che tutte le sezioni 
condotte da questo punto, che sarà il loro centro di gravità, da- 
ranno dei tronchi di cilindri eguali in volume, e per conseguenza 
che i volumi compresi tra due sezioni qualunque, di cui l’uno si 
aggiunge e l’altro si toglie ad uno dei tronchi di cilindro per 
formare l'altro, sono equivalenti. 

È evidente che la proposizione enunciata e la sua reciproca 
sono conseguenze di questo teorema. 

21. Ciò posto, consideriamo un corpo in equilibrio sopra un 
liquido omogeneo; i centri di gravità di questo corpo e del li- 
quido spostato sono situati sopra una stessa verticale, ed i pesi 
di questo liquido e del corpo sono eguali. Spostiamolo ora infi- 
nitamente poco in un modo qualunque, imprimendo a tutti i suoi 
punti delle velocità infinitamente piccole; l’equilibrio sarà sta- 
bile, se questo spostamento resta sempre infinitamente piccolo, 
ed instabile nel caso contrario; la quistione consiste a distin- 
guere questi due casi l’uno dall’altro, e questo è ciò che andia- 
mo a fare per mezzo del principio delle forze vive. 

Siano LQM la sezione della superficie del corpo col piano oriz- 
zontale che termina il liquido, o la linea di galleggiamento; 

ANlìl la posizione che ha presa, dopo lo spostamento, la 
linea di galleggiamento relativa all’equilibrio; 
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IJNM'I\& sezione fatta nel corpo dal piano orizzontale con- 
dotto pel centro di gravita C dell’area AN Biche dinoteremo con b\ 

G il centro di gravità; 

0 quello del liquido spostato dalla parie ADB del corpo; 



V il volume di questo liquido il di cui peso è eguale a quello 
del corpo; ' 

0 l’angolo di GO con la verticale; 

£ la distanza del punto C dal livello del liquido, che sarà 
preso per piano delle x ed y\ GO - a\ 

p la densità del liquido, ed Mìa massa del corpo. 

Le forze che sollecitano il corpo sono il peso e le pressioni 
esercitate dal liquido sulla parte immersa della sua superficie. 
La prima si riduce ad una forza verticale, agente dall’alto in 
basso ed eguale al peso del corpo, che è Mg, o goV. Le altre 
producono lo stesso effetto come se tutti gli elementi della parte 
immersa del volume del corpo fossero sollecitati da forze verti- 
cali, dirette da basso in alto ed eguali ai pesi di questi elementi, 
considerati come formati dal liquido stesso. 

Le componenti X, Y sono dunque nulle per tutti i punti; e se 
si prende l’asse delle z nel senso del peso, si avrà Z=g per tutti 
gli elementi del corpo, e Z—-g per gli elementi della parte im- 
mersa, considerata come formata dal liquido. Considerando così 
X, il principio delle forze vive darà V equazione 

(1) I v- dm = 2 2] dm j Z clz -}- C. 

Le velocità essendo supposte piccolissime, il primo membro è 
una quantità piccolissima del secondo ordine, e nel calcolo del 
secondo membro, non si avrà il dritto di trascurare che i termini 
i quali non influirebbero sui risultati, che di quantità di un or- 
dine superiore al secondo. 
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Consideriamo da principio i termini del secondo membro che 
provengono dal peso degli elementi del corpo. Si avrà allora 



2 1 dm j Z dz — 2g z dm = 2 g J\Iz 


i > 


z x essendo la z del centro di gravità del corpo. 

In quanto alla parte immersa, la considereremo da principio 
come composta della parte compresa tra le sezioni orizzontali 
JjQM , Ij'NM' , e del volume situato al di sotto dell’ ultima. Que- 
st'ultimo volume è esso stesso eguale al volume ADB, o T, au- 
mentato del volume INBM' e diminuito di INL'A. 

Il valore di Z essendo attualmente — g, si ha 

J Z dz — — gz. 

Se d io dinota l’elemento di volume, si avrà 

dm ptfw, 

• % 

e 2 £ dm J Z dz — - 2 go Jzdto. 

Non si tratta dunque più che di calcolare J zd co per i quattro vo- 
lumi che abbiamo indicati. 


Lo spostamento essendo supposto infinitamente piccolo, le di- 
verse sezioni che abbiamo considerate nel corpo possono tutte 
essere considerate come equivalenti ai, e la porzione compresa 
tra le due che sono parallele può essere riguardata come cilin- 
drica. Così, per questa prima parte, si avrà 


Per il volume ADB Ì si avrà 

jzd co = V(z x - ac osO) , 


o, rimpiazzando cosO con 




Va 6* 
2 ’ 


se il punto 0 è al di sopra di G\ nel caso contrario, bisognerebbe 
cambiare il segno di a. Il volume INBM ' può decomporsi in 
elementi prismatici, avendo i loro spigoli verticali, e per basi 
gli elementi dell’ area ANBI. 
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Siano (7X uno di questi ultimi, situato in i?; JIS-U la perpen- 
dicolare abbassata sopra IN, cd liT l’altezza del prisma. Il suo 
volume sarà HTlk cosO, espressione die si può rimpiazzare con 

wO Ik] moltiplicandola per la z del mezzo di UT che è £-f-wtanO, 

1 r 

o semplicemente si avrà il valore di Izdio relativamen- 

te a questo elemento; si troverà così 


u 0 (T), 


(i + 2 “*) ’ 


espressione che si dovrà integrare in tutta l’estensione del- 
, F area INB. 

Ma si troverebbe un* espressione simile per gli elementi del 
volume INLA , ad eccezicne della z del mezzo del prisma, che 

sarebbe eguale a £— -?f0; e siccome i termini provenienti da que- 

sto volume debbono essere cambiati di segno, essi sarebbero 
espressi da 

-uditi 

Bi vede da ciò che basterà fare la somma dei termini della forma 

ttOrfX (j +7, 

in tutta l’estensione dell’ area ANBI, riguardando u come posi- 
tivo nella parte INB, e come negativo nell’altra, ila J ud\ ò nul- 
lo, poiché IN contiene il centro di gravità dell’area ANBI\ re- 

' *0- f . , f 

sta dunque -- 1 « 2 c7X. Dinotiamo con bh- 1 integrale lti 2 d\, che 

si può chiamare il momento d’inerzia dell’area ANBI rispetto 

ad NI’, l’espressione precedente diverrà ^ ^ 


Riunendo le diverse parti di Jzdio, vi 


2 

viene 


/ 


« dia = 1 6,* + ~ W 0 2 + Ve,- Va + 


e l’equazione (1) diviene, osservando che M-Y$ cd includendo 
il termine 2gpYa nella costante, 

(2) 1 r- dm = — g? bt 1 - g$ (bh 1 -{• a T) 0 2 > c ; 
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se il punto 0 fosse al di sotto di G , bisognerebbe, come abbiamo 
fatto osservare, cambiare a in — a. 

La costante c si determinerà dallo stato iniziale, e se le velo- 
cità iniziali sono nulle, o infinitamente piccole, c sarà essa stessa 
infinitamente piccola. 

Ciò posto, il primo membro dell’ equazione (2) essendo essen- 
zialmente positivo, sarà lo stesso del secondo, e per conseguenza 
i termini negativi debbono costantemente dare una somma infi- 
nitamente piccola, poiché essa deve essere minore di c\ ciò che 
esige che 0 e 'C, restino infinitamente piccoli. Da ciò si conclude 
che, quando il centro di gravità del corpo c al di sotto del centro 
di gravità del liquido spostato nello stalo di equilibrio , lo sj)o- 
stamento resterà sempre infinitamente piccolo , e per conseguenza 
V equilibrio è stabile. Ma se il centro di gravità del corpo è al di 
sopra del liquido spostato, l’equazione (2) si cambia nella se- 
guente 

S*; 2 dm — - g p&'C 2 — go ( bh - — aV) 0- -f c. 


Ora, quantunque c sia infinitamente piccola, 0 e ‘£ potrebbero 
cessare di esserlo se tutt’i termini che contengono i loro qua- 
drati non fossero negativi. E dunque necessario per la stabilità 
dell’ equilibrio, che si abbia 


bh*-aV> 0, 


o a < 


bh 2 
V 




e siccome bh - cambia insieme con la direzione di IN, bisogna 
che l’ ineguaglianza precedente abbia luogo, prendendo il più pic- 
colo valore di cui bh 1 sia suscettibile, quando si suppone che IN 
prenda tutte le direzioni intorno al centro di gravità c dell’area 
ANBI. JO equilibrio può dunque ancora essere stabile allorché il 
centro di gravità del corpo c al di sopra di quello del fluido spo- 
stato ; basta che la distanza di questi dite punti sia minore del 
più piccolo dei momenti d’inerzia dell’arca della sezione a fior 
d’ acqua rispetto alle rette condotte pel suo centro di gravità , di- 
viso per il volume immerso. 


Equilibrio di un miscuglio di gas pesanti. 

22. Consideriamo un cilindro verticale indefinito che racchiude 
più gas pesanti, e chiuso alla sua base situata alla superficie 
della terra,, alla distanza r dal suo centro. Supponiamo la tem- 
peratura costante in tutta l’estensione del cilindro, ed il peso 
variabile in ragione inversa del quadrato della distanza dal cen- 
tro della terra. 
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L’esperienza ha mostrato che, quando più gas sono situati in 
uno stesso recipiente e sono senza azione chimica Mi uni su Mi 
altri essi non si sovrappongono, per ordine di densità, come i 
liquidi; ma ciascuno di essi si dispone come se fosse assolnt-. 
niente solo nel recipiente, e la pressione e la densità in ciascun 
punto del miscuglio sono le somme di quelle che si osservereb- 
bero nell equilibrio di ciascuno di questi gas, considerato iso- 

Siano }>' o la pressione e la densità di uno dei <ras ner un 
valore qualunque di p,,', Po ' i loro valori per z=.ol « il |le , 0 
alla superficie del a terra. Si avrà p'=V p', k' essendo costante 
poiché la temperatura è la stessa in tutti i punti; ed 1 


X=0, Y= 0, Z = 


gr* 


e, per conseguenza, 


(r 4- z)* 


*> ) 


<h>' = - p 'gr 2 


dz 


ir + s) 


•» » 


V 

onde, rimpiazzando s' con — , 

» u » 


<]£__ !J> - da 
p' li’ (r + *)*' 


ed integrando a partire da z= 0, c riducendo, 


Po 


gr z 
k' r f z ’ 

!/r z 


e, per conseguenza, 


p'^Po'e 


_ fJ - . 

fj — r À ' /) k r * r-1.2 


Po C 


Si troverebbe similmente per un altro gas 




e cosi degli alili. Se dunque si dinotano con^; e p la pressione 
e la densità che si osserverebbero ad un’altezza qualunque nel 
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miscuglio di questi diversi gas, si avrà 


(ir 


P-Po'e k 


■ z fjr . z 

™ + Po " e A "- r +--f 


> 


Po'* 


gr z 
ÌC ' r+z 


+ Po" « 


Or 

k" 


r-tz 


+ 


È bene osservare che i differenti gas non saranno mescolati esat- 
tamente nelle stesse proporzioni a differenti altezze-, poiché le 
quantità p', non sono rispettivamente negli stessi rapporti 
di p 0 ', p 0 ",..., a meno che i coefficienti k" y ... non siano egua- 
li, ciò che non ha luogo in generale. Ma questi coefficienti es- 
sendo generalmente dei numeri grandissimi, il cambiamento di 
proporzione dei gas non si farebbe sentire che ad altezze consi- 
derevoli. 


Misura delle altezze con le osservazioni barometriche. 


23. Supponiamo l’atmosfera in equilibrio ed immaginiamo che 
essa sia interamente solidificata, ad eccezione di un cilindro ver- 
ticale che parte dalla superficie della terra e si estende indefini- 
tamente al di sopra; la costituzione dell’ aria nel suo interno re- 
sterà la stessa di prima, e basterà di determinarla per conoscere 
quella che avea da principio l’ atmosfera. Ora, se possiamo cal- 
colare la pressione del gas in questo cilindro in funzione dell’al- 
tezza, la conoscenza di questa pressione in un punto qualunque 
condurrà a quella dell’ altezza di questo punto; e d’ altronde la 
pressione potrà essere determinata per mezzo del barometro, te- 
nendo conto di alcune circostanze* accessorie. Occupiamoci dun- 
que di cercare la forinola che lega l’altezza alla pressione in que- 
sto cilindro atmosferico in equilibrio. 

Supponiamo che il peso varii in ragione inversa del quadrato 
della distanza dal centro della terra, e non teniamo conto del 
cambiamento insensibile che opererebbe in questa legge il cam- 
biamento della forza centrifuga nell’estensione verticale in cui 
sono racchiusi i punti che paragoniamo. Siano g l’intensità del 
peso alla superficie della terra nel luogo che si considera, r la 
distanza di questo punto della superficie dal centro della terra, 
e g' il suo valore alla distanza r + z, si avrà 


(r + s ) 2 ‘ 


Siano G la temperatura di un gas, a il coefficiente di dilatazione 
dei gas per una elevazione di temperatura di 1 grado centi gra- 


II. 


56 
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do, e le un coefficiente costante per uno stesso gas, si avrà l’e- 
quazione seguente 

p — kp (1 + aO) . 

Questa stessa forinola è evidentemente applicabile ad un miscu- 
glio di più gas 0 vapori in proporzioni invariabili, il coefficiente 
k avendo un certo valore medio tra quelli che si riferirebbero a 
ciascuno di essi. È quello che adotteremo per l’aria, poiché l’e- 
sperienza ha dimostrato che la proporzione dei gas che la com- 
pongono è la stessa alla superficie della terra ed alle più grandi 
altezze alle quali si sia mai giunto nella verticale. In quanto al 
vapore che vi si trova mescolato, e che è in quantità molto de- 
bole ad altezze alquanto considerevoli, bisognerà anche ammet- 
tere che esso entri in una proporzione costante, che sarà una 
media tra quelle che si osserverebbero ai due punti estremi di 
cui si cerca la differenza di altezza. 


Il coefficiente a è presso a poco lo stesso per tutti i gas del 
pari che per i vapori ed eguale a 0,00366. Ma, siccome la quan- 
tità di vapore contenuto nell’aria aumenta con la temperatura, 
ed il vapore ha una densità minore dell’ aria, sotto una stessa 
pressione, ne segue che, quando la temperatura si eleva, la den- 
sità dell’ aria deve diminuire un poco più rapidamente che non 
l’indicherebbe la forinola precedente. Si avrà riguardo a questa 
circostanza aumentando il coefficiente a, ed il valore che gli si 
dà ordinariamente a questo effetto è 0,004. 

Ciò posto, bisognerà fare, nell’equazione generale dell’ equi- 
librio dei fluidi, 

X — 0, i-=0, Z = -cj', 


e si avrà 



0 gr- dz 

WTW 


0 , rimpiazzando p col suo valore in funzione clip, 

dp __ ’ gr 2 dz 

• p k ( ì + aO) (r + z) 1 * 

La temperatura 0 varia secondo una legge incognita con V al- 
tezza, e ci allontaneremo poco dall’esattezza supponendole un 
valore costante, eguale alla media delle temperature dei duo 
punti estremi che si considerano. Dopo ciò, l’equazione prece- 
dente dà, con l’integrazione dei suoi due membri, 


lo gp = 


Or ' 


k (1 + aO) (r + z) 


-r +C, 


C dinotando una costante arbitraria che si determinerà 


per 
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mezzo dei dati relativi alla prima delle due stazioni di cui si do- 
manda la differenza di altezza. 

» 

Siano z 0 e p 0 i valori di z e di p alla prima stazione. Si avrà 


log\P„ = 




•2 


X C 

i v 1 


k(l + aG)(r + z 0 ) 
e, sottraendo le due equazioni l’una dall’altra, 


log^ = 


<n 


•2 


z — z. 


p k (1 -f aO) (r -\- z 0 ) r + z ' 

Se si dinotano con Z le altezze verticali al di sopra della prima 
stazione, vale a dire se si pone z—z 0 =Z, e si fa F equa- 

zione precedente diviene 


( 1 ) 


log ^ = 


9 r 


z 


p kit (1 cu 0) li -}- Z 

Siano 7 0 , t le temperature dell’aria alle due stazioni, il valore di 

0 sarà ma, per non complicare l’equazione, continueremo 

^ V 

a dinotarlo con 0. In quanto al rapporto —, esso può esprimersi 

per mezzo delle altezze barometriche corrispondenti alle pres- 
sioni p, p Q , purché vi si riduca il mercurio ad una stessa tem- 
peratura, e che, di più, si abbia riguardo alla variazione del 
peso passando da una stazione all’ altra. 

Infatti, dinotando con I) la densità del mercurio a 0 gradi, 
con h 0t li le altezze barometriche corrispondenti alle due stazioni 
e ridotte alla stessa temperatura, per esempio a 0 grado, e con 
(/ 0ì y' i valori del peso in queste due stazioni, si avrà 


Po = Oo D K P = 0'Dh y =. ( 


9 


1 + 


Z\* 
li) ’ 


da cui si conclude 


Po 

P 


i = ±(i , iEY. 

) h V ' lì) 


Sostituendo nell’equazione (1) e rimpiazzando i logaritmi ne- 
periani con i logaritmi ordinarii, divisi per il modulo M il di 
cui valore è 0,4342945, si ottiene 


( 2 ) 


Z^ 


k (1 -4- ah)l?- 

Mgr 2 


[log| + 21og(l + |)l(l + |). 
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24. La correzione che bisogna fare alle indicazioni del baro- 
metro ò facilissima. Siano T 0 , T le temperature del mercurio 
alle due stazioni, le quali sono indicate dai termometri adattati 
al barometro*, ed ll 0ì li le altezze indicate dal barometro. 

Il mercurio dilatandosi di del suo volume a 0 grado, 

per ogni grado del termometro centigrado, i valori che prende 
la sua densità alle temperature 0 e T Q sono tra loro nel rapporto 
T 

di 1 -f — all’ unità. Ora, la pressione dell’ aria è misurata dal 
55o0 

peso di una colonna di mercurio che ha l’unità per base, e per 
altezza quella che indica il barometro verticale; di maniera che, 
per una stessa pressione, quest’altezza sarà in ragione inversa 
della densità del mercurio. Dunque tra 1I 0 ed h 0 si avrà la re- 
lazione 


•_ 7i (i + Js_\. 

0 __ /i 0 I 1 -t- g 


si avrà similmente 


da cui *si ricava 


II 


5550/ 
T 


- h {} + 5550) ’ 

T 


h 


Ho 

li 


1 + 


5550 


1 + 


T 

■A l\ 


5550 


T — T 

o, trascurando le potenze di r ° r - - ■■ , superiori alla prima, 

h„ IL 


* u( i i T <- T \ 

■ V 1 + 5550 ) 

Si vede dunque che basterà prendere h 0 r - H 0 e rimpiazzare 
li con 

T„ - T 


( 


Il 1 + 


5550 


')• 


Lnsceremo, per maggiore semplicità, nella forinola (2), le quan- 
tità 7? 0 ed li che sono ora determinate dalle osservazioni fatte alle 
due stazioni. 

Vi è ancora un’altra correzione da fare alla formola (2), e che 
è relativa alla latitudine del luogo dell'osservazione. 
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Abbiamo dinotato con g il peso considerato a Parigi, ed il suo 
valore è 

g = 9,80896. 

La formola (2) non si riferirebbe dunque che alle osservazioni 
fatte a Parigi. Affinchè essa sia applicabile in tutt’i luoghi, bi- 
sogna sostituirvi per g l’ espressione seguente 

1 - 0,002588 cos 24 
9 ' 1 -0,002588 eoa 2^, ’ 

4» dinotando la latitudine del luogo dell’osservazione, e <{q quella 
di Parigi. 

Facendo questa sostituzione nell’equazione (2), il secondo 
membro avrà un coefficiente puramente numerico, che si può 
calcolare direttamente o dedurre dall’equazione stessa, nella 
quale si sostituirebbe a Z il valore risultante da misure trigo- 
nometriche. Questi due procedimenti danno sensibilmente lo 
stesso risultato; se di più si suppone che la prima stazione ab- 
bia luogo sensibilmente a livello del mare, nel quale caso si ha 


2 0 = 0, R = r i Z — z, 
la formola (2) diverrà 

18386" (1 + a0) 


(3) z — 


1 - 0, 002588 cos 


L[ L og^ + 2Log(V)] (V). 


25. Per calcolare il valore di z , s’incomincerà col sostituire 
a 0 e 4 i valori dati dalle osservazioni; e se, per abbreviare, si fa 


18336(1 + aO) 


= A, 


si avra 


1 - 0,002588 cos 24 
- A [Log ~ + 2 Log (l + -)] (l + -)• 


Trascurando da principio - rispetto ad 1 , si avrà un primo va- 
lore approssimato, che dinoteremo con z Xì e che sarà 

e, = A Log ^ ; 

per avere un secondo valore più approssimato z. 2 , si sostituirà 
z y a z nel secondo membro, e si avrà 

'* = A [ L °s% + 2L °g 0 + 7)] 0 + 7)- 
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Si sostituirà in seguito questo nuovo valore a nel secondo 
membro della stessa equazione, e si avrà ancora un altro valore 
* più approssimato per 2 . Si potrebbero continuare indefinitamente 
queste approssimazioni successive; ma ordinariamente potremo 
fermarci a z. v 

Allorché - è piccolissimo, si può trascurarlo interamente nella 

Y 

forinola (3); ma allora è necessario aumentare un poco il coef- 
ficiente 18336. M. Ramond ha conchiuso da un gran numero di 
osservazioni fatte nel mezzodì della Francia che bisognava rim- 
piazzarlo con 18393; siccome nello stesso tempo cos2'^ era sen- 
sibilmente nullo, egli impiegava la formola semplicissima 

z = 18393 (1 + «4) Log 

fi 


FINE DELL IDROSTATICA. 
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IDRODINAMICA. 


CAPITOLO I. 


Movimento dei Fluidi. 


1. L’Idrodinamica ha per oggetto il movimento dei fluidi. 

Per farsi un’ idea esatta del problema considerato nel modo 

più generale, bisogna supporre che ad un istante determinato, 
che si prenderà per esempio per origine del tempo, si conosca 
la posizione di tutte le molecole che compongono il fluido e le 
velocità da cui esse sono animate; che di più si diano le forzo 
esterne che agiscono su tutt’i punti del fluido, le pressioni e le 
altre condizioni relative ai suoi limiti in tutt’i sensi. Ciò posto, 
si tratta di determinare il movimento di ciascuna molecola in 
particolare, vale a dire di trovare l’espressione delle sue tre coor- 
dinate in funzione del tempo, e di conoscerò di più la pressione 
e la densità in un punto qualunque e ad un istante qualunque. 

Le coordinate x , y , z di una molecola determinata sono fun- 
zioni della sola variabile t. Ma queste funzioni cambiano da una 
molecola all’ altra e dipendono, per conseguenza, dalle coordi- 
nate a, ò, c del punto in cui si trovava la molecola che si consi- 
dera, all’origine del movimento. Si debbono dunque riguardare 
#, y , z come funzioni delle quattro variabili indipendenti a,ò,c,f; 
e se si può trovare l’espressione generale di queste tre funzioni, 
si conoscerà esattamente il movimento di quella molecola che si 
vuole, a partire dalla sua posizione iniziale. 

2. Se il problema fosse risoluto, e si conoscessero queste tre 
funzioni di a, ò, c, t, se ne potrebbero dedurre a, ò, c in fun- 
zione di x , y , z , t } e per conseguenza ogni funzione delle varia- 
bili indipendenti a, b, c, t può essere considerata come funzione 
delle quattro variabili indipendenti x , y, z, t. Così, per esempio, 

le componenti della velocità di un punto del fluido, “, 

ai (lt dt 

che rappresenteremo rispettivamente con w, v, iv, essendo di- 
II. 57 
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pendenti da a, b, c, t , potranno essere riguardate come dipen- 
denti da x, y , z , f; ciò che d’altronde si concepisce a priori; poi- 
ché, se si considera un punto qualunque del fluido, di cui le coor- 
dinate x , y , z restano costanti, le quantità u, v, w relative a 
questo punto cambieranno col tempo, e sono per conseguenza 
funzioni di t. Similmente, se si lasciano y, z e t costanti e si 
faccia variare x , vale a dire se allo stesso istante si considerano 
i diversi punti di una parallela all’asse delle x , u , v , w varie- 
ranno ancora; esse sono dunque funzioni della variabile indi- 
pendente x , e così delle altre; risulta da ciò che u, v , w sono 
funzioni delle quattro variabili indipendenti x , y , z , t. Si direbbe 
altrettanto di ogni funzione di a, l), c, t. 


3. È facile vedere che il problema proposto sarebbe risoluto 
se si potessero determinare u , v t w in funzione di x , y, z, t\ poi- 
ché, per conoscere il movimento di una molecola in particolare 
basterebbe considerare x , y, z come funzioni di t solamente, e 
di porre 

dx cly dz 

TU " U ’ dt ~ V \dt ~~ 

si avrebbero così tre equazioni differenziali tra x, y , z , t , dopo 
che si saranno rimpiazzate u, v , tv con i loro valori; integran- 
dole, si conoscerebbero x , y, z in funzione di t, e si determine- 
rebbero le tre costanti che questa integrazione introdurrebbe 
esprimendo che, per t= 0, x, y , z prendono i valori delle coordi- 
nate iniziali della molecola che si considera. 


i 


4. Equazioni del movimento dei fluidi . Siano Xdm, Ydm , Zdm , 
le componenti della forza applicata alla molecola di cui la massa 
è dm\ u, v, tv le componenti della sua velocità, ed u', v', tv' le 
derivate per rapporto a t, delle quantità rispettive u, v, tv con- 
siderate come relative al movimento .di una molecola determi- 
nata, e per conseguenza come funzioni della sola variabile t. Non 

. du do dw , , . 
possiamo rappresentare queste derivate con—, —, — perche si 


confonderebbero con le derivate parziali di u, v, tv rispetto a 1. 
Siano finalmente p la pressione e p la densità, che possono va- 
riare con x, y, z , t. Si formeranno da principio tre equazioni del 
movimento del fluido per mezzo del principio di d’ Alembert, os- 
servando che il fluido sarebbe in equilibrio se una molecola qua- 
lunque dm fosse sollecitata dalla forza che ha per componenti 


T 

(X — u') dm, (Y — v') dm, (Z — u J ) dm, 


* 


\ 
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da cui risultano le tre equazioni 

lì Ip 
ihy 




Per ottenere le espressioni di n\ v\ tv', bisogna osservare che 
u, v, tv debbono essere differenziate riguardando x, y, z come 
funzioni di t che si riferiscono al movimento della molecola dm, 
e che, per conseguenza, gli accrescimenti di x, y, z, corrispon- 
denti all’ accrescimento dt del tempo, hanno per valori 


dx = udt, dy = vdt, dz = wdt. 


Si avrà perciò 


, du ' du dii , du 
u' = ~ + u— -f v — + tv — , 
dt dx dy dz 

, \do do do do 

v + n— + v — + tc— , 

di dx dii dz 


dw 


dio 


dy. 

dw 


tV' — — r- — r U— + V .. 

dt • dx dy 
e le tre equazioni precedenti diventano 


dw 

+ w— , 

dz 


V 


( 1 ) 


du 

-^ =A -rfT - w ^- 

do 
dt 

dio 
dt 







du 

du 

du 

dx 

~ V ~dy 

W 7 » 

dz 

do 

do 

do 

dx 

~ v dy 

W' 7 » 

dz 

dw 

dw 

dw 

dx 

~ v Jy 

^ w ^ • 
dz 


Queste tre equazioni non bastano per la determinazione delle 
cinque funzioni^?, p, u, v, tv. Sono necessarie due equazioni di 
più, a meno che p non sia costante, ed, in questo caso, resterebbe 
solamente una a trovarne. Andiamo a vedere come si possono tro- 
vare queste equazioni per la condizione che il fluido resti continuo. 


5. Immaginiamo che lo spazio occupato dal fluido sia diviso in 
parallelepipedi infinitamente piccoli dx, dy, dz. Dopo il tempo 
dt, essi debbono trovarsi ancora riempiti dal fluido, eccetto forse 
quelli che si troverebbero alla superficie libera, e per conse- 
guenza l’ accrescimento della densità in ciascuno di essi sarà e- 
guale all’ accrescimento della massa che vi era racchiusa, divisa 
pel volume. Per esprimere questa condizione, bisogna cercare 
l’ eccesso della massa del fluido che è entrata in uno qualunque 
di essi, sulla massa che ne è uscita durante il tempo di. 
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Siano x , y , z le coordinate del vertice M di questo parallele - 


z 



pipedo; x+dx t y-\-dy, z-Vdz quelle del vertice opposto S\ u, v, io 
le componenti della velocità del punto situato in J\L dopo il tempo 
t, e p la densità in questo punto allo stesso istante. 

La direzione della velocità variando in un modo continuo, se 
entra del fluido da una faccia, ne uscirà dalla faccia opposta, e 
se si calcola l’eccesso della massa della prima quantità sulla se- 
conda per le tre coppie di facce parallele, la loro somma saià 
l’accrescimento della massa racchiusa nel parallelepipedo. 

Consideriamo da principio la faccia MPQ fi e la sua parallela. 
Se p ed u fossero costanti nell’estensione di ciascuna di esse, la 
massa introdotta per la prima sarebbe 


pu dy dz dt , 

la massa uscita per la seconda sarebbe 


J pu + dy dz dt, 

e l’ eccesso avrebbe per espressione 

— c i x dy d 3 dt. 

dx 

Ora, si può ammettere che sia così; poiché, se si consideiano 
due punti T , V presi risjDettivamente nelle due facce e situati 
sopra una parallela all' asse delle x, la differenza dei valori c 1 
pu in questi due punti non sorpassa la differenza dei valori di pu 
nei punti M ed N, che di una quantità infinitamente piccola ri- 
spetto a es3a stessa, poiché basterebbe rimpiazzare in quest u - 
ti ma le coordinate di ili con quelle di T per ottenere 1 espres- 
sione della prima. 
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Similmente, l’eccesso della quantità di massa entrata per lo 
due facce dxdz, dxdy su quella che è uscita per le facce paral- 
lele, è espressa rispettivamente da 


d(pt>) 

dy 


dx dy dz dt , 



dx dy dz dt. 


Dividendo la somma dei tre eccessi pel valore dxdydz, si cono- 
scerà l’ accrescimento della densità del liquido contenuto nel pa- 
rallelepipedo, o della densità nel punto di cui le coordinate sono 
x , y , z. Questo sarà dunque il coefficiente differenziale parziale 
della densità rispetto al tempo, e si avrà per conseguenza l’e- 
quazione 



cit 


Esaminiamo ora in qual modo essa debba essere interpetrata 
nei differenti casi che possono presentare i fluidi. 


G. Se si tratta di un liquido, vale a dire di un fluido incom- 
pressibile, e che la sua densità sia la stessa in tutt’ i punti, ed 
indipendente dal tempo, l’equazione (2) si riduce a 



du do dio 

h — H 

dx dy dz 


In questo caso, non vi sono che quattro funzioni incognite p , u , 
v , io, poiché p è dato. Le equazioni (1) e (3) bastano dunque per 
la loro determinazione. 


7. Se si considera ora un liquido eterogeneo, la densità di cia- 
scuna molecola è invariabile; ma p è ancora una funzione di x , 
y, z, t. Per esprimere che questa funzione resta costante per 
una stessa molecola, bisogna cercare il suo differenziale totale 
esprimendo che dx, dy, dz hanno i valori corrispondenti al mo- 
vimento di questa molecola, ed eguagliarlo a zero. Si ottiene così 


(4) 


do do do do 

+ = 0 , 

dt dx dy , dz 


ciò che riduce l’equazione (2) a 



du dv dio 

dx dy ‘ dz 


In questo caso, vi sono cinque funzioni da determinare, vale a . 
dire, p,p,u,v,iv, ed uno stesso numero di equazioni (1), (4), (5). 
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8. Se si tratta di un fluido compressibile di cui la temperatura 
è costante, si ha tra e p la relazione 

P = Jcp, 

che, unita alle equazioni (1) e (2) determina le cinque funzioni 
ignote. 

t » 

9. Condizioni relative alla superficie. Le equazioni che abbia- 
mo ottenuto sinora si applicano a tutt’i punti nell’ interno del 
fluido; e se esso è indefinito, non resta ad aggiungervi che le 
condizioni relative allo stato iniziale. Ma se il fluido è termina- 
to, esistono delle equazioni particolari per i punti che si trovano 
alla sua superfìcie. Si suppone ordinariamente che i punti cho 
erano da principio in contatto con una parete mobile 0 immobile 
vi restino indefinitamente, e che i punti che appartenevano pri- 
mitivamente alla superficie libera non cessino mai di farne par- 
te. Queste ipotesi restringono molto la quistionè, e, malgrado 
ciò, vi sono ancora ben pochi casi in cui i calcoli si possano ef- 
fettuare completamente. 

Sia F(x,y } z,t)- 0 l’equazione di una superficie sulla quale un 
punto del fluido deve costantemente trovarsi. Supponiamo che, 
per un certo valore di t, le sue coordinate vi soddisfacciano, e 
che t cresca di dt\ queste coordinate cresceranno di 

udt, vdt , u'dt, 


e questi accrescimenti dovranno soddisfare all’ equazione diffe- 
renziale della superficie, quando si sostituiscono a dx, dy, dz , 
ciò che dà la condizione 


dF 



dF_ 

dx 


dF 

+ v~— -f W 
dy 


dF 

dz 



> 


dF 

Se la parete è fissa, il termine — sparisce. 


Questa equazione dovrà aver luogo per tutta la durata del mo- 
vimento per i punti che si trovavano primitivamente in contatto 
con la parete di cui si tratta; e ve ne saranno delle simili per 
tutte le parti della superficie che non sono libere. 


10. I punti della superfìcie lilera sono sottomessi all’azione 
di una pressione conosciuta, che è ordinariamente la stessa in 
tutti questi punti, ma che può variare col tempo. Dinotandola 
con P, l’ equazione di questa superficie sarà 

P-P = 0, 
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da cui si concludo la condizione seguente per i punti che vi si 
trovano: 

cip cip dp cip cìP 
- - -f u-j — \- v— -f- w — = — — . 
dt clx dy dz dt 

Queste diverse equazioni relative ai limiti del fluido concor- 
rono con lo stato iniziale alla determinazione delle funzioni ar- 
bitrarie introdotte dall’integrazione delle equazioni differenziali 
parziali. 

11. Allorché u , v , io sono le derivate parziali per rapporto ad 
oc, y, z di una funzione 9 di x , y, z , t, si possono ridurre le equa- 
zioni (1) ad una sola, e la soluzione della questione è ridotta alla 
determinazione di 9, poiché se ne dedurranno u, v , W con le dif- 
ferenziazioni. 

Non considerando che le variabili x , y, z in 9, si avrà, per 
l’ ipotesi, 

udx + v dy -f wdz = t?9. 

Supponiamo, di più, che X, Y, Z siano le derivate parziali di 
una funzione V, di maniera che si abbia 

Xdx + Ydy + Zdz = clV. 

Ciò posto, le equazioni (1) possono scriversi cosi: 


1 dp _dV d ' 2 9 dy d 2 o do d 2 9 d 9 cP 9 

0 dx dx dxdt t dx dx 2 clydxdy dz dx dz ’ 

1 dp _d V d 2 9 dy d 2 9 dy cl 2 9 dy ^9 

p dy~ dy dydt dx dxdy dy dy ’ 2 dz dydz ’ 

1 dp dV d 2 9 <79 tf 2 9 do cl 2 9 ^9 <7*9 

p dz dz dt dx dx dz dy dy dz dz dz 2 


Se si moltiplicano rispettivamente queste equazioni per dx, dy, 
dz , e si sommano, si ottiene 


( 6 ) 


dp 


= dv-d'£-U 

p dt 2 



tutt’ i differenziali essendo presi rispetto ad x, y, z, considerando 
t come costante. 

I due membri di questa equazione potranno integrarsi per 
rapporto ad x, y, z tutte le volte che p sarà una funzione cono- 
sciuta di p, 0 avrà un valore costante. 
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12. In quest’ultimo caso, che è quello di un liquido omoge- 
neo, si ottiene 

p _ F _ £? _ 1 lYfiV + (&Y + 3Y1 • 

? dt 2 LW/ + \<V + Vrfjer/ J ’ 

bisognerebbe aggiungere una funzione arbitraria del tempo al 
secondo membro, ma si può riguardarla come racchiusa nella 
funzione ©, ed è inutile di scriverla. 

L’equazione di continuità si riduce, in questo caso, a 


o 


du dv dio 

j 1_ — 

dx dy dz 

d 2 q d 2 y d 2 9 

dx 2 + dy 2 + dz 2 


0 , 

0 . 


Questa equazione farà conoscere 9 in funzione di x, y, r, e 
quando le funzioni arbitrarie saranno state determinate, si co-* 
nosceranno u, v, w con la differenziazione della funzione 9. 


13. Nel caso di un fluido aeriforme di cui la temperatura è 
costante, si ka|)=/ip, ed il primo membro dell’equazione (6) di- 
viene k — . Si ottiene dunque, integrando, 


da cui si può ricavare p in funzione di 9. 
L’equazione (2) può mettersi sotto la forma 



e, rimettendovi il valore di p ricavato dalla precedente, si avrà 
un’equazione che determinerà 9 e per conseguenza w, v, tv. Nel 
caso in cui i movimenti dei punti del fluido sarebbero abba- 
stanza rapidi perchè la temperatura si elevasse e si abbassasse 
successivamente in ciascun punto, la forza elastica non sarebbe 
più semplicemente proporzionale a p, essa dipenderebbe dall’ac- 
crescimento di temperatura, che può essere riguardato come pro- 
porzionale all’ accrescimento della densità; p> dipenderebbe dun- 
que ancora da p, e reciprocamente. Il primo membro dell’equa- 
zione (C) potrebbe ancora essere integrato, e si agirebbe come 
nel caso precedente. 
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14. Se le funzioni u , v , w sono le derivate parziali di una fun- 
zione di x\ y, z per un valore qualunque di t , bisógna che esse 
lo siano da principio per ?=0; ciò che si riconoscerà facilmente, 
poiché i loro valori iniziali sono dati in funzione di x, y , z . Ora, 
Lagrange ha fatto vedere che, quando queste condizioni sono 
soddisfatte ad una certa epoca, esse lo sono ad un istante qua- 
lunque del movimento; risulta da ciò che, se si riconosce che esse 
lo sono nello stato iniziale, esse lo saranno indefinitamente, ed 
i calcoli precedenti saranno applicabili. 

Andiamo a dimostrare questa importante proposizione. 

Per ciò, divideremo il tempo in intervalli infinitamente picco- 
li, e calcoleremo di quanto aumenta l’espressione udx-\-vdy-\-tcdz 
in uno di questi intervalli, determinando gli accrescimenti che 
prendono u, v , w nello stesso tempo, per le equazioni generali 
del movimento dei fluidi. Ora, è chiaro che se udx+vdy+wdz è 
ad ogni istante il differenziale di una funzione di x , y , z, è ne- 
cessario che la quantità di cui esso aumenta sia sempre essa 
stessa un differenziale esatto; e reciprocamente, se ad una certa 
epoca questa espressione è un differenziale esatto e tutt’i suoi 
accrescimenti infinitamente piccoli successivi sono essi stessi dei 
differenziali esatti, accadrà lo stesso della loro somma e per con- 
seguenza dell’espressione udx+vdy+ivdz ad un’epoca qualunque. 

Siano dunque w,, v it w x i valori di w, v , w ad una certa epoca 
per la quale t=t if ed ammettiamo che si abbia 

u x dx 4- v x dy -f- io x dz = d'J x , 

/ 

9 , essendo una funzione delle tre variabili indipendenti x, y, z. 
Considerando u, v , w come funzioni di x , y y z, t y i valori che 
esse avranno per t-t x - f s potranno essere sviluppati rispetto allo 
potenze di s, e se si suppone questo accrescimento infinitamente 
piccolo, dovremo limitarci ai due primi termini, e si avrà 

u = u x + u'z, v = v x -f v'z , w = w x -f ic'z, 

u\ v\ \o' essendo delle funzioni di x, y , z , che saranno le deri- 
vate parziali di w, v ì w rispetto a t e relative a t-t x . 

Si deduce da ciò 

udx+ vdy 4- icdz—u x dx-{-v x dy-\- tv , dz-Y z (n'dx-\- v \ly+ iv'dz ) . 

Dunque se u'dx 4- v'dy 4- w'dz è un differenziale esatto, sarà lo 
stesso di udx+vdy+wdz all’epoca per la quale t~t x 4-£. Ora, le 
equazioni (1), considerate all’epoca in cui t—t v diventano 

II. 58 
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1 d l - X - U' ^ _ C ll±£3± - & 

p cfo (fa tZx 2 dxdy dz dxdz ’ 

l^p_ y g > fo, Al <*?l Al A Al _ 

p dx dxdy . dy dy 2 c?3 dydz J 


- ^ = z-w’^ Ai <?<?< Ai_ _. £ii Ai 

p ite cfo cfo cte cty dt/ (te (te (te 2 


Moltiplichiamo queste equazioni rispettivamente per cfo, (fy, (te 
e sommiamole. Il primo membro — sarà un differenziale esatto, 

P 


sia nel caso dei liquidi omogenei, perchè p è allora costante; sia 

nel caso dei gas, perchè p è una funzione di p, la temperatura 

dp 

essendo supposta invariabile. Si può dunque rimpiazzare -- con 

P 

dP , P essendo una certa funzione di x, y, z\ e, supponendo d’al- 
tronde che le forze esterne siano tali che Xdx+Ydy+Zdz sia il 
differenziale di una certa funzione F di x y y, z, si otterrà 


dP = dV — ( udx + v'dy + io 1 dz) 


-HCSMSMm 


da cui si ricaverà 


dy 

u’dx + v’dy -f w'dz 


Così u'dx+v’dy+w’dz è il differenziale di una certa funzione delle 
tre variabili indipendenti x , y y z. Dunque, se udx+vdy+wdz ne 
è uno ad una certa epoca, esso lo san\ ancora dopo che il movi- 
mento del fluido si sarà operato in virtù di tutte le azioni e tutte 
le circostanze, durante un tempo infinitamente piccolo. Partendo 
dallo stato del fluido a questa nuova epoca come dalla preceden- 
te, si dimostrerà similmente che udx+vdy+wdz sarà ancora un 
differenziale esatto dopo un nuovo intervallo di tempo infinita- 
mente piccolo, e così di seguito indefinitamente. 

Segue da ciò che, se questa condizione è soddisfatta nello stato 
iniziale, ciò che si potrà sempre verificare immediatamente, si 
può essere sicuro che essa lo sarà ad ogni epoca del movimento. 
Se essa non lo fosse nello stato iniziale, è chiaro che non po- 
trebbe esserlo ad un’epoca qualunque. 
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È bene di osservare che la condizione di cui si tratta sarà sod- 
disfatta tutte le volte che le velocità saranno nulle in tutt’i punti 
nello stato iniziale; poiché allora si ha 

udx 4 vdy 4 wdz — 0 
che è un differenziale esatto. 


15. Nel movimento semplicissimo di un liquido che gira uni- 
formemente intorno ad un asse fisso, senza che i suoi punti cam- 
biino di posizione relativa, udx+vdy+wdz non è un differenziale 
esatto; poiché, dinotando con io la velocità angolare costante, e 
prendendo l’asse di rotazione per asse delle z t si avrà 

U — — IO?/, V = l OXy w = 0, 


e, per conseguenza, 


udx + vdy 4 wdz = io (xdy — ydx), 

» 

espressione che non è un differenziale esatto. Il caso di cui si 
tratta non può dunque essere trattato col procedimento partico- 
lare che abbiamo esposto, e bisogna ricorrere alle equazioni ge- 
nerali. 

Si ha, in questo caso, 

io = 0, 


1 dp 
p dz 

da cui si deduce 


!=»• 


av 

dt 


= 0 , 


™ =0 

dt 


9 

e le equazioni (1) diventano 


~^ = X + m*x, l^ = r+w*y, 

p dx p dy 


dp 


sr Xdx + Ydy 4 Zdz 4 w* (xdx 4 ydy), 


equazione che non differisce da quella che abbiamo trovata nel- 
l’ Idrostatica, Art. 8. 


Movimento di un liquido in una ipotesi particolare . 

16. Allorché un liquido omogeneo, racchiuso in un vaso, scorre 
per un foro praticato nella base orizzontale, e piccolissimo ri- 
spetto alle sezioni orizzontali del vaso, l’esperienza mostra che 
le molecole situate in uno stesso strato orizzontale, ad un certo 
istante, vi restano costantemente finché esse non sono vicinis- 


è 
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sime al foro. Si possono trascurare le velocità orizzontali, al- 
lorché le sezioni variano poco in tutta l’altezza del vaso, ed hanno 
delle dimensioni piccolissime rispetto a questa altezza; non vi 
sono più allora che due incognite, la velocità verticale e la pres- 
sione. Queste supposizioni, conosciute sotto il nome d 'ipotesi 
del parallelismo degli strali , sono quelle che ammettiamo nella 
quistione che andiamo a trattare. Prendiamo l’asse delle x nella 
. direzione del peso, avremo 

r=o, z = o t X = g, 


e le equazioni (1) si riducono, le due ultime a 

a J = o 4£ = o 

dy ’ dz ’ 

» 

ciò che indica che la pressione è la stessa per tutt’ i punti di uno 
stesso .strato orizzontale, e la prima a 


(a) 


dp ( du ' ctu\ 
Tx~ 9 \ a ~dt~ U dx)’ 


L’equazione di continuità (3) non potrebbe essere impiegata 
nel caso attuale, poiché essa racchiude le derivate di u f v , w, e 
quantunque v e w siano piccolissime rispetto ad u, non si può 
dire che le loro derivate possono essere trascurate per rapporto 
a quella di u . Ma si esprimerà ben semplicemente la continuità 
eguagliando la quantità. di liquido che passa per uno strato qua- 
lunque a quella che esce dal foro durante uno stesso tempo in- 
finitamente piccolo. Infatti, dinotiamo con io Y area della sezione 
fatta nel vaso, ad una distanza x dall’origine; con lì V area del 
foro, e con U la velocità con la quale il liquido vi passa; le quan- 
tità di liquido che passano per le sezioni io ed il durante lo stesso 
intervallo dt , sono rispettivamente i oudt ed ilTJdt', da ciò risulta 
la condizione 

iom = ilU , 


o 

Q>) 


u = 


il U 


io 


i valori di u ed U riferendosi allo stesso valore di t , Uè una 
funzione di t solamente, io è una funzione di x data dalla forma 
del vaso, ed u è una funzione di # e di t. Se vi si fa variare t 
solamente, si hanno i valori successivi della velocità di differenti 
strati, nel momento in cui essi vengono a passare per una stessa 
sezione. Se x sola varia in w, si hanno le velocità di differenti 
strati nello stesso istante, e se vi si fanno variare ad un tempo 
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x e t senza stabilire dipendenza tra loro, si ha la velocità dello 
strato che passa a quest’ altra epoca per un’ altra sezione. Infine, 
se si vuol conoscere la velocità che avrà, dopo il tempo di , lo 
strato che, per un valore dato di t e di x , ha una velocità u, bi- 
sognerà far variare t di dt, ed x di dx, supponendo dx—udt. 

Per mezzo dell’equazione ( b ) si può eliminare u dall’equazio- 
ne (a) ed introdurvi U che offre del vantaggio, in ciò che essa 
è funzione di una sola variabile t. 

Si ottiene così 

dp_( Ll*U* rfco\ 

dx ^ v io di ^ io 5 dx)' 


Moltiplicando i due membri di questa equazione per dx, ed in- 
tegrandoli per rapporto ad x, a partire dalla superficie superio- 
re, si ottiene 


p = gpx - 


pii 


dJJi'dx 
dt 


r dx 

J co 


pii 2 77* 
2 co 1 


+ C; 


l’ integrale 



può essere supposto effettuato in ogni caso par- 


ticolare, poiché co è una funzione data di x\ C è una quantità 
arbitraria indipendente da # e che può dipendere da t. 

Ciò posto, si debbono considerare due casi differentissimi: 
quello in cui il livello del liquido sarebbe mantenuto alla stessa 
altezza, e quello in cui esso si abbasserebbe per l’ efflusso del 
liquido che non sarebbe rinnovato; andiamo ad esaminarli suc- 
cessivamente. 


17. Siano P la pressione costante esercitata sulla superficie 
superiore del liquido, P' la pressione esercitata sul liquido che 
esce dal vaso; si avrà sensibilmente P'=P allorché tutto l’ appa- 
recchio satà compreso in uno stesso mezzo gassoso. Siano li la 
distanza del livello dall’origine delle x , ed l la sua distanza 
dal foro. 

Determiniamo la costante dell” equazione precedente in modo 
che si abbia p—V per x—h, troveremo 

C = P — goh + P , 


0 dinotando il valore di co al livello del liquido. 

Ne risulterà 

. „ , dU( r dx p&U*( 1 

(,) P = P + 9 g (x - 7.) -- ----- ( -, 
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se poniamo 
ne risulterà 

se poniamo 

otterremo 

(d) 

ponendo 
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» 

x-h + l, 

p = w = il ; 


/ff— F - r - • 

s(1+8 , r < + (,-S)f/ 

= e 2g.(l + ò) = k*, 


a sarà una quantità pochissimo diversa dall’ unità, e l’equazione 
precedente dà, risolvendola per rapporto a di, 

2m£ldU 

(it — -rri ) 

& 2 - a 2 J7* ’ 

integrando i due membri, viene 




1 (h + aU\ 
° C \k- a 


1 ka log C \k - aU ) 

C essendo una costante arbitraria che si determinerà eoi valore 
iniziale di U. Supponendo le velocità nulle quando 2 = 0, si ha 
C = 1 , e T equazione risoluta rispetto ad U diviene 


a 

1 e 


hai 
w U 


kat 

77lfl 


U essendo determinata, si conoscerà u dall’equazione u - 


&U 
co ’ 


e^? dall’equazione (c). 

li valore di f/mostr'a che dopo un certo tempo, tanto più breve 
per quanto il sarà più piccolo, le esponenziali sono sensibilmente 
nulle, e per conseguenza il valore di U converge verso il limite 

2 g ( l -f- òj 

ed u e p verso dei limiti corrispondenti. 



1 - 


O 2 


Se si trascura il quadrato di il limite della velocità al foro 
sarà V 2(j (?+ò). 


é 
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Ed infine, se 8 = 0, vale a dire se la pressione esterna è la 
stessa al foro ed al livello del liquido, la velocità al foro diviene 

\l2gl. Essa è dunque la stessa di quella che acquisterebbe un 
corpo pesante, cadendo nel vuoto da un' altezza eguale a quella 
del liquido nel vaso . 

dU 

La Velocità U essendo divenuta costante, si ha — = 0, e l’e- 

dt 

quazione (c) si riduce a 

P = P+ P gfr-h)- 9 — 

Ora, nello stato di equilibrio, la pressione sarebbe eguale a 

P-f ( x ~~ h) • 

Essa è dunque minore nello stato di movimento per le sezioni 
tali che si abbia io < 0, vale a dire per quelle che hanno dello 
aree minori di quella della superficie libera del liquido; essa è, 
al contrario, maggiore che nello stato di equilibrio per quelle di 
cui le aree sono più grandi di 0. 

Se si vuol conoscere il volume di liquido che è uscito dal vaso 
alla fine del tempo t, basterà integrare i'iUdt tra 0 e t. Se si di- 
nota questo volume con F, si trova facilmente 


V= 


2 ni 


Mi 


koLt 


tt 2 


1 

Ò 2 


log- 


+ e 


2 mQ 


Alla fine di un certo tempo, si potrà trascurare la seconda espo- 
nenziale, e si avrà sensibilmente, rimettendo per k il suo valore 

figiì+S) , 


\/2f/ (l + 5) 2m log 2 

r = -■ ■ ■ ■— t — -i 


1 1 - 

Vii 2 0* ^ o 1 

Il primo termine è il volume che sarebbe uscito se la velocità 
fosse stata, fin dall’origine, eguale al suo limite . 


\]2g ( l -f- o) 




i — — * 
0* 


18. Passiamo ora al caso in cui il liquido non essendo rinno- 
vato, il livello si abbassa, ed li è una funzione incognita di t. 
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Le equazioni (a), (7;), (c), (d) hanno sempre luogo; ma m ed 
0 sono ora delle funzioni conosciute di h, ed l dipende da li per 
mezzo dell’ equazione 

li 1 — u , 

a dinotando la distanza costante del forò dall’ origine defle x. 
Bisognerà a queste equazioni aggiungerne una che esprime che 
la quantità di liquido scorso durante un intervallo qualunque 
dt è eguale al volume compreso tra i due livelli corrispondenti 
al principio ed alla fine di questo intervallo. Questa equazione è 

, v dh il 77 

( — 


L’equazione ( d ) diviene, rimpiazzando l con a-li, 


. n dU 11*77 * / 1 1\ 

(f) ,(« + 0 -70 = ma— + 

Resta dunque ad integrare il sistema delle due equazioni simul- 
tanee (e) ed (/*). 

Se si elimina tra esse dt, si ottiene 


mil* 

g(a + ò-h)= — 


TT dU &U*- 
U dk + ~2- 




o, ponendo U 2 — 2gz, 

dz on _n 

dh m Vii 2 0 V 




0 

ma* 


(li — a — o) = 0 , 


equazione lineare del’ primo ordine rispetto a z, e che si potrà 
sempre integrare in ciascun caso, poiché 0 ed m saranno delle 
funzioni conosciute di h. 


Allorché z sarà conosciuta in funzione di 7/., si conoscerà 77, e 
per conseguenza t dall’equazione ( e)\ e reciprocamente li ed 77 
saranno conosciute in funzione di t. Il valore diit sarà dato dal- 
l’equazione (7>), e quello di (p) daH’equazione (c). La quantità 
di liquido scorso si determinerà calcolando il volume del vaso, 
compreso tra il livello iniziale ed il livello variabile, e la durata 
dell’efflusso totale si otterrà facendo h—a nel valore di t. 


10. Se si suppone il estremamente piccolo rispetto alle sezioni 
orizzontali del vaso, l’equazione (d) si semplifica molto. Infatti, 

-fi 

si possono trascurare — ed mi 1, tanto nell’ipotesi di un livello 

.... dU 

variabile che di un livello costante, a meno però che — non s ^ a 

grandissimo, ciò che ha luogo al principio del movimento. Si ot- 
t tiene così U i ~2g(l + ò), 
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l 

ciò che dà per U la velocità limite che avevamo trovata per t 
infinito. 

Nella stessa ipotesi di un foro piccolissimo, i risultati sono 
sensibilmente gli stessi, qualuncpie sia la direzione del suo piano. 

Ma, in tutt’i casi, la velocità data dall’esperienza, e che si 
calcola per mezzo dell’area del foro e della quantità d’acqua 
scorsa, è minore di quella che dà questa teoria nel rapporto di 
0,62 all’unità. Questo rapporto essendo sensibilmente costante, 
le velocità reali sono sempre tra loro come le radici quadrato 
delle altezze di pressione. 


Bel movimento permanente eli un liquido. 


20. Allorché si mantiene il livello di un liquido ad un’altezza 
costante, si ottiene, alla fine di un certo tempo, uno stato per- 
manente nel quale tutte le circostanze restano le stesse allo stesso 
punto, e non variano che da un punto ad un altro. Così, in un 
punto qualunque, la velocità del liquido sarà costante in gran- 
dezza ed in direzione, e per conseguenza due molecole che ad 
epoche diverse hanno occupato una stessa posizione, percorre- 
ranno la stessa traiettoria ed in un modo identico. 

Prendendo V asse delle x nel senso della gravità, le equazioni 
fornite dal principio di D’ Alembert saranno 


dp 

clx 


= P(0- «')> 




u\ v\ io' essendo le derivate, rispetto al tempo, delle compo- 
nenti della velocità in un punto qualunque. Dinotiamo con dx, 
dy , dz gli accrescimenti che hanno preso, dopo il tempo dt , le 
coordinate della molecola che era situata in quel punto; molti- 
plichiamo rispettivamente le equazioni precedenti per dx,dy,dz , 
e sommiamole, otterremo - % 


dp = 9Q dx — p (u'dx + v'dy 4- w'dz ) , 

• ♦ 

« 

o, dinotando con Fla velocità di questa molecola in un punto 
qualunque della sua traiettoria, 


dp = goclx - | d-V i ; 

integrando tra due punti qualunque di questa traiettoria, corri- 
spondenti alle ascisse a" () , x, viene 

(«) P - Po = 99(x -*o) ~ |( V 2 - V) , 

II. 50 
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jj 0 , T 0 essendo i valori di V nel primo di questi due punti. 
Questa equazione ci condurrà ad un risultato notevole, già ot- 
tenuto nella discussione della quistione precedente dove si am- 
mettevano delle ipotesi più particolari di quelle che ammettiamo 
qui. Infatti, supponiamo che la superficie libera del liquido sia 
rigorosamente piana e sottomessa in tutt’i suoi punti ad una 
pressione eguale e costante P, e contiamo le a; a partire da que- 
sto piano. Se nell’equazione (a) facciamo 

*o = 0 - Po = p < 

il primo dei due punti che si consideravano sulla traiettoria sarà 
preso alla superficie superiore del liquido; si avrà allora 

p~P = gpx - | (7* - 7„*). 


Ora, se il vaso ha un piccolissimo foro nella parte inferiore, ad 
una distanza h al di sotto del livello superiore, si potrà am- 
mettere che in tutta l’estensione di questo foro la velocità di 
tutt'i punti è la stessa; di maniera che per x-h non vi sia che 
un solo valore per V. Se, di più, si riguarda la pressione esterna 
come minore di quella alla parte superiore di una quantità gpo, 
l’equazione precedente diviene, facendo x- h, 

O 7* — 7 0 * = 2g (7i + S). 

0 

Sia k il rapporto dell’ area del foro all’area della sezione del vaso 
fatta dal piano del livello superiore; si avrà 

V 0 = kV, e per conseguenza V 2 (1 — k 2 ) = 2g (h -f o), 


onde 


WS 


(h + o) 


k 1 


se k h piccolissimo, kr potrà essere trascurato, c si avrà sem- 
plicemente 

V - \/2g (h + 6), 

e se la pressione è sensibilmente la stessa nella parte superiore 
del liquido ed al foro, si potrà trascurare o, e si avrà 

7= yftyt. 

Si ricade così sui risultati ottenuti precedentemente. 
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CAPITOLO IL 

Movimento di un fluido elastico etc. 


21. Efflusso di un fluido elastico. Ammetteremo ancora F ipo- 
tesi del parallelismo degli strati, e la questione sarà presso a 
poco simile alla precedente ; solamente sarà permesso di fare 
astrazione dalia gravità che non influisce sensibilmente sulle 
pressioni. 

L’ equazione (a) si troverà con ciò ridotta a 


dp 

dx 


du 

dt 


du 

± + PTt 7 + = °- 


Per ottenere l’equazione di continuità, si considereranno due 
sezioni orizzontali corrispondenti ad x ed x-\- dx, e si cercherà la 
massa del fluido che vi s’introduce durante il tempo dt per la 
faccia superiore, e quella che ne esce nello stesso tempo per la 
faccia inferiore; F eccesso della prima quantità sulla seconda, 
diviso per il volume t odj, darà l’accrescimento parziale della 
densità rispetto al tempo. Si troverà così 


do d • pLOU 

10 i + ~Sr = °- 


Infine, supponendo la temperatura costante, si avrà 


p = &•?> 

k essendo una costante data. 

Queste tre equazioni determinano ed a in funziono di £cd x. 
Se si elimina p, si avrà 


Jc dp 
p dx 


du du 
+ df + U dx~ ’ 


dp d-pL’)u_ 
dt ^ dx ~~ 


Queste equazioni ai differenziali parziali non sono integrabili 
sotto forma finita. Ma ciò che è sopratutto importante di cono- 
scere si è la velocità dell’efflusso, allorché la pressione e la ve- 
locità sono divenute costanti in ciascun punto: ciò che accade 
molto prontamente, supponendo che il vaso comunichi con un 
serbatoio che rinnova il gas e determina nella parte superiore 
una pressione costante. 
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Si ha allora Vr-0, =0, c le equazioni precedenti diventano 

dt ut 


hdp 

v_ 

pdx 


+ U 


du 

(Ix 



d-ptou 

dx 


= 0 . 


Gl’ integrali di queste due equazioni sono 

puu = c, klogp + — = c , 

c e c dinotando delle costanti arbitrarie. 

Siano P, U, 0 la pressione, la velocità e l’area della sezione, 
relative alla parte superiore del vaso; P', U ' , 0' i loro valori al 
foro, si avrà 

P U 0 = c> 2/i log P 4- U 1 =2 c', 


P’U’0' = c, 2&logP' + U' 2 = 2c\ 


Queste quattro equazioni determineranno le costanti c, c' del 
pari che le velocità del fluido al foro ed al vertice. 

Eliminando c e c', si ottiene 


U' — ----- • U 
P'0' ’ 


U' 1 = £7* + 2&log— ; 


ed eliminando Z7\ si trova 




V 


, 1 
2/clog 


P # 

P' 1 0'- 

IFo* " 


Il foro ()' essendo minore di 0, e la pressione P' essendo anche 
minoro di P, senza di che l’ efflusso non avrebbe luogo, i due 
termini della frazione sotto il radicale sono positivi, ed Uà ne- 
cessariamente reale. Il valore di TP si deduce da quello di U , e 
si trova 



I valori di c, c' se ne deducono facilmente, e per conseguenza i 
valori di p ed u saranno determinati in funzione di co e per con- 

seguenza di X. 
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Se si suppone — piccolissimo, si avrà U piccolissimo, ed 


U' = y 2&log — . Tale è la velocità dell’ efflusso di un gas per un 

piccolissimo foro, allorché le pressioni P, P\ nella parte supe- 
riore ed al foro, sono costanti. 


Nozioni sulla resistenza dei fluidi. 


22. Allorché un corpo solido si muove in un fluido, esso prova 
una resistenza che dipende dalla sua forma, dalla sua velocità, 
e dalla natura del fluido. Le pressioni esercitate sopra i diffe- 
renti punti della superficie sono diversissime da quello che sa- 
rebbero nello stato di equilibrio, ed il calcolo non ha potuto an- 
cora esservi applicato con successo. Le esperienze non hanno ne- 
anche dato delle leggi empiriche abbastanza generali per essere 
suscettibili di applicazioni utili nel casoni corpi di forma qua- 
lunque. Si hanno intanto alcuni risultati abbastanza generali 
relativamente alla resistenza dei liquidi in movimento contro 
piani che si muovono parallelamente a loro stessi. Questi risul- 
tati e le esperienze da cui sono stati dedotti riferendosi al corso 
sulle macchine, non ce ne occuperemo qui, e ci limiteremo ad 
un caso che può essere trattato col calcolo, e che ha per oggetto 
la pressione esercitata da una vena liquida contro un piano. 

•* 

23. Pressione di una vena liquida sopra un piano. Supponia- 
mo un liquido di cui la densità sia p, che scorre da un foro di 
cui l’area sia io, in modo che la velocità di tutte le molecole che 
passano pel foro siano eguali, parallele ed indipendenti dal tem- 
po, e facciamo astrazione dalla gravità, per non considerare che 
l’effetto dovuto alla velocità del liquido. Il movimento di questa 
vena è modificato da un piano fisso, o mobile restando parallelo 
a sé stesso; e si suppone che il liquido scorra lungo il piano, e 
che questo sia abbastanza prolungato perchè tutte le molecole 
abbiano acquistato, prima di lasciarlo, delle velocità parallele a 
questo piano. Si domanda quale sforzo sarà necessario per man- 
tenere il piano in quiete, o in uno stato dato di movimento uni- 
forme. 

Consideriamo da principio il caso in cui il piano sarebbe in 
riposo e perpendicolare alla direzione della vena fluida, e, per 
rappresentarci più comodamente il sistema dei punti in movi- 
mento, supponiamo che la vena fluida abbia una lunghezza in- 
definita ed una velocità costante v. Le cose si passano come se 

m 


i 
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fosse così, e potremo più facilmente applicare i principii gene- 
rali del movimento. Le molecole del liquido, tanto prima che 
dopo rincontro del piano, formano un sistema di punti liberi, 
sottomesso alle loro azioni scambievoli ed alle forze normali eser- 
citate sopra una parte di esse dal piano. 

Si avrà dunque, supponendo l’asse delle x positivo nel senso 
del movimento del liquido, 


IX (Tk ^ Zm 


cì^x 
li * 




«m 


cPz 

dt z 



dinotando con X la forza prodotta dall’elemento dk della super- 
ficie del piano, e che è eguale e contraria alla pressione che il 
fluido esercita sopra di esso. Dinotando con li la somma di tutte 
queste pressioni elementari, o la resistenza totale del piano, si 
avrà * 



d 2 x 

d£‘ 


Lo stato del sistema essendo divenuto invariabile, integriamo 
i due membri di questa equazione rispetto al tempo, tra due epo- 
che lontane Luna dall’altra di una unità di tempo, otterremo 



il secondo membro essendo la differenza tra le componenti, per- 
pendicolari al piano, delle quantità di movimento di tutt’ i punti 
del liquido a queste due epoche. Ora, tutt’ i punti in cui le ve- 
locità perpendicolari al piano sono variabili, formando a ciascun 
istante un sistema identico, ne segue che il valore di questo se- 
condo membro non è altra cosa che la differenza tra le compo- 
nenti delle quantità di movimento della parte del liquido che ha 
lasciato il piano e di quella di cui la vena indefinita è stata di- 
minuita. Ora, la prima quantità è nulla, poiché il liquido lascia 
il piano con una velocità di cui la componente normale al piano 
è nulla; non resta dunque che la seconda quantità, di cui il va- 
lore è il prodotto della quantità di liquido scorso nell’unità di 
tempo, o {/tot? per la velocità v che essa aveva, ciò che dà pi&v 2 . 

L’ equazione precedente diviene così 

R- — ptoi? 1 . 

La pressione eguale e contraria che prova il piano è dunque 

pio*; 2 . 
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24. Supponiamo ora che il piano si trasporti parallelamente a 
sè stesso, e che non produca in ciascun punto che delle forze nor- 
mali, sarà inutile di aver riguardo alla componente della sua ve- 
locità nel senso del piano stesso, e ci limiteremo a considerare la 
velocità normale u, che si riguarderà come positiva quando sarà 
nello stesso senso di v , e come negativa nel caso contrario. Ora, 
non si cambierà nulla alle pressioni dando un movimento comune 
a tutt’ i punti del sistema, e per conseguenza si potrà ridurre il 
piano in quiete, ciò che ricondurrà al caso precedente. Basterà 
per ciò di aggiungere — u alla velocità di ciascun punto, e si è 
nello stesso caso come se, il piano essendo in riposo, la velocità 
del liquido al foro fosse (v— u)\ si avrà dunque, per V espressione 
della resistenza opposta al piano, fio 

25. Supponiamo finalmente che il piano faccia con la direzione 
della vena un angolo qualunque 0, e si muova parallelamente a 
sè stesso. Decomponiamo la sua velocità in due altre; l’una nel 
senso stesso di questo piano, e che si può trascurare; l’altra pa- 
rallela alla direzione della vena. Dinotiamo quest’ ultima con u 
e diamo al sistema intero una velocità eguale e contraria. Il piano 
diverrà immobile e la velocità del liquido sarà ridotta a (v-u). 

Ciò posto, se prendiamo l’ asse delle x perpendicolare al piano 
fisso, avremo sempre l’equazione 

dt dt 

e lo stato del liquido essendo divenuto invariabile, il secondo 
membro si ridurrà ancora alla massa scorsa durante l’unità di 
tempo, o pi o(v—u) t moltiplicata per la componente della velocità 
(v-u) perpendicolarmente al piano, o (v-tt)senO. La pressione 
esercitata sul piano mobile è dunque pio («?— te)*senO. Si può dare 
un’altra forma a questa espressione dinotando con a la velocità 

del piano valutata secondo la normale. Si ha allora u=z—^— , 

ì a- • iì (tfsenO — a) 1 . s ? . 

e la pressione diviene allora pio 7 — - ; se il piano è in n- 

sen 0 

poso si ha a^O, e la pressione si riduce a pioz; 5 sen0. 

Queste forinole sono dimostrate, con altre considerazioni, nella 
Memoria di Coriolis sul principio delle forze vive nei movimenti 
relativi delle macelline. Journal de l’École Polytechnique, XXI 
cahier. 
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Calcolo dei piccoli movimenti dei fluidi clastici. 

26. Allorché tutt’i punti di un fluido non hanno che dei movi- 
menti estremamente piccoli, le equazioni generali si semplificano 
molto, e conducono ad alcune leggi semplici che andiamo ad 
esporre. 

Supporremo che l’espressione udx-\- vdy+icdz sia a ciascun 
istante il differenziale di una funzione 9 di x, y , z y t , preso sola- 
mente rispetto alle variabili x y y, z. Sappiamo che basta per ciò 
che, nello stato iniziale, le componenti conosciute w, v, w della 
velocità di un punto qualunque siano le derivate parziali, ri- 
spetto ad x , y , z, di una stessa funzione di queste tre variabili 
considerate come indipendenti; ciò che avrà luogo in particolare 
se le velocità iniziali sono nulle. Dovremo dunque, nelle questioni 
che andiamo a studiare, fare uso dell’equazione (6) del numero 
11; ed andiamo da principio ad operarvi le semplificazioni che 
risultano dall’ ipotesi che i movimenti restino piccolissimi. 

Siano B la densità del gas nel suo stato naturale di equilibrio, 
quella del mercurio essendo presa per unità; p Q la forza elastica 
di questo gas, li l’altezza del mercurio che la misura, e g la gra- 
vità; si avrà 

i>o = gh- 

Dinotiamo con p la densità variabile del gas, con y la sua con- 
densazione positiva 0 negativa, e con p la sua forza elastica, si 
avrà 

P = j D (1 + Y), 

e, supponendo la temperatura eguale a quella dello stato iniziale, 

p = gh(l +Y)- 

Ma la condensazione sviluppa una certa quantità di calore che le 
è proporzionale, se essa è piccolissima, come supponiamo. Questo 
calore non ha il tempo di spandersi se le alternative di dilata- 
zione e di condensazione si succedono rapidamente, come ciò ha 
luogo nelle questioni che ordinariamente si esaminano; si deve 
dunque considerarlo come avendo per effetto di elevare la tem- 
peratura dei punti in cui esso si è svolto di una quantità dello 
stesso segno della condensazione, e proporzionale alla sua gran- 
dezza. Nel caso in cui il calore avrebbe il tempo di dissiparsi nel 
mezzo, non se ne terrebbe conto nel calcolo. Se si rappresenta 
con 0 il numero positivo 0 negativo di gradi centesimali di cui 
si eleva la temperatura primitiva u del gas, per una condensa- 
zione *y ; con cec'i calori specifici del gas a pressione costante 
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ed a volume costante, e con a ilcoefficiente di dilatazione di que- 
sto gas, si dimostra in fisica che queste quantità hanno tra loro 
la relazione seguente: 



si avrà, di più, la proporzione 

p :p 0 :: -D(l +7) [1 + a (v + 0)] : D (1 + av), 

da cui si ricava, rimpiazzando^ con gli e trascurando le potenze 
di a superiori alla prima, èd il prodotto delle quantità piccolis- 
sime y, 0, 

p = gli (1 + y + aO), 

o, rimpiazzando aO col suo valore in funzione di 7, 

• p = gh(l +Y7). 


da cui 

1 


dp _ ghc dy 

Y “ d3 FTy ‘ 


L’equazione (6) diviene così 
De' * g 1 dt 2L \dx) 


2 ( 
+ U) n 


Di- 


Ora, supponendo che le condensazioni e le velocità iniziali siano 
delle quantità estremamente piccole dello stesso ordine, e che 
sia lo stesso ad un’ epoca qualunque, si potranno trascurare i 

(Io do do 

quadrati delle componenti ~ , ~ , rispetto a log(l -[-7), che 

cix ciy ciz 

può essere rimpiazzato da y, e l’ultima equazione si riduce a 


0, 


ponendo °~ 



(1) 


ffjie v _ _ <*? 

De' 1 ~ dt’ 


1 dy 

a 2 di' 


L’equazione di continuità 



d- pu 
dx 


+ 


d-(jv d‘$w 
dy ^ dz 


0 
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- + T — - + — 


dx 


dy 


dz 



o, trascurando i termini piccolissimi rispetto a quelli che sussi- 
stono nell’equazione, 



*I + £2 + £2 + * 2-0 

di dx 2 ri/- ‘ dz- 


Le equazioni (1) e (2) determinano y e ?• Se si elimina tra esse 
Y, si ottiene 

( 3 ) 


<*V\ 

dt 2 W <ty 2 dz 2 /' 


Si è dunque condotto all’ integrazione di una equazione differen- 
ziale parziale del secondo ordine, lineare ed a coefficienti co- 
stanti. Le funzioni arbitrarie si determineranno dai valori ini- 
do 

ziali di 9 e ~ , e non vi saranno altre condizioni se il fluido è 

(I t 

indefinito in tutti i sensi. Nel caso contrario, vi sono, come sap- 
piamo, delle equazioni particolari ai limiti, che aumentano molto 
le difficoltà del calcolo. 

do 

Il valore iniziale di -- è conosciuto da quello di y che è un 

dt 

dato necessario. In quanto a quello di 9, esso risulta dai valori 

do do do 

iniziali delle componenti della velocità, ~ . ■— , che sono 

dxdy dz 

necessariamente dati. Queste tre funzioni di x , y , z determina- 
no, a meno di una costante, la funzione 9; e siccome questa 
costante non può avere alcuna influenza sulle quantità cercate, 
che si ottengono tutte con la differenziazione della funzione 9, 
non se ne deve tenere alcun conto, e si può considerare la fun- 
zione generale 9 come conosciuta allorché vi si fa t— 0 . 

Il problema di meccanica ò dunque ridotto ad una questione 
di calcolo integrale di cui i dati sono completi. 


27. Sovrapposizione degli effetti. Se in questo fluido, supposto 
indefinito in tutt’i sensi, si concepiscono diversi stati iniziali ed 
i movimenti parziali che loro corrisponderebbero, e soddisfareb- 
bero all’ equazione (3), è facile di riconoscere che, se si considera 
un nuovo stato iniziale risultante dalla composizione dei primi, 
il movimento corrispondente potrà essere ottenuto ad un epoca 
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qualunque per mezzo della composizione dei movimenti parziali 
relativi alla stessa epoca; questa composizione essendo intesa 
nel senso ordinario per le velocità, e consistendo in un’addizione 
algebrica per le condensazioni. Infatti, siano c,, <? 2 , 9 3 , ... i va- 
lori di 9 corrispondenti ai movimenti parziali, e che soddisfano 
separatamente all’equazione ( 3 ); poniamo 


? = ?I+?2 + ?3+ ... 

La funzione 9 soddisfarà essa stessa all’equazione ( 3 ), e rappre- 
senterà per conseguenza, un movimento particolare del fluido. 
La sua derivata rispetto a t sarà la somma di quelle delle fun- 
zioni 9,, 9.,, ... Considerandole tutte per il valore t— 0, se ne 
conchiuderà da principio che la condensazione iniziale del fluido 
nel movimento rappresentato da 9 è la somma delle condensa- 
zioni iniziali relative ai diversi movimenti parziali; e, di più, le 
derivate di 9 rispetto ad x , y , z saranno le somme di quelle delle 
funzioni 9,, 9 2 , 9 3 , ... ; e se vi si fa t—0, se ne conclude che nel 
movimento rappresentato da 9, le velocità iniziali di ciascuna 
molecola si ottengono componendo quelle che si riferiscono alla 
stessa molecola negli stati iniziali parziali. Dunque lo stato ini- 
ziale del fluido nel movimento rappresentato da 9 è identico per 
le condensazioni e per le velocità a quello che ci proponevamo 
di determinare; questi due movimenti sono dunque identici ad 
un’epoca qualunque. Se ora, iuvece di fare t = 0 nelle funzioni 

t )Ti-r>T)SÌ attribuisce a questa variabile un valore qua- 
dt dx dy dz . 

lunque, queste funzioni saranno sempre le somme di quelle che 
corrispondono a 9 |} cp 2ì o 3ì ... Dunque infine le condensazioni e 
le componenti della velocità nel movimento cercato saranno ad 
ogni istante le somme algebriche di quelle che si osserverebbero 
alla stessa epoca, e rispettivamente agli stessi punti, nei movi- 
menti determinati dagli stati iniziali parziali. 


FINE. 
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